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Solution de l'équation de Laplace à trois dimensions en coordonnées elliptiques cylindrique et 


olaire avec conditions aux limites Dirichlet, Neumann ou Robin par la méthode de séparation 


des variables 


Le systéme elliptique polaire ou cylindrique (2D, 3D) est défini par le changement de variable : 


Z 


c Sinh(n) Sin(9) 


y= 


c Cosh(n) Cos(9) 


c facteur d'échelle 
Typiquement nous recherchons la solution du problème aux limites intérieur en coordonnées 


X= 


8e[3.9.] : ze[z.z.], Ici c est un facteur d'échelle. 


L'espace angulaire peut également étre paramétré selon des angles négatif : 


elliptique sur un espace bornée dans les limites ne|os»] ; 9e[02z] ; zef-0,+0] soit 
7 € [0,+] E 


n e[0o.m] : 


Se[-z,2] ; ze[- 0,400] les angles positifs étant pour les ordonnées y positives 


et les angles négatifs pour les ordonnées y négatives. 


D 
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Coordonnées elliptiques et cartésiennes 


[---4----4---- 


m---- 


Eu 


lü 


La 


Le : : 
T= 
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apt, cult, "CH 
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l.l 24 he scil 
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nl ‘eme es n 
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, b— 3, f —6.325,  — 0.458 


v 
= í 


Ellipse avec a 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 


Relations liant une ellipse de grand axe a et petit axe b, d'excentricité e, avec le systéme de 
coordonnées elliptiques 


Question : peut-on inscrire une ellipse quelconque dans un systéme de coordonnées elliptiques ? La 
réponse est oui à l'aide de ces relation, on peut déterminer le facteur d'échelle c de telle facon que 
l'ellipse soit une iso-courbe (2D) du systéme de coordonnées 


2 2 

Ellipse (3) + (2) cl  a>b< Ellipse mn-l, 
a b 

x = c Cosh(l,) Cos(9) 


a . b Me Jona e) 
> Cosh(l,)=—  Sinh(l,)- — c choisi telque c-Na^—b 
y =c Sinh(l,) Sin(9) | Gr) c "ui 4 


C 


b a b 1 a+b 
Tanh(l,)  — => Cosh(l,)  —————  Sinh(l,)- l, —— Lo, 
Gn eee M ae À 2 (2) 
b 1 € 
e =— > Tanh(l,) -&€ Cosh(l,)= Sinh(l,) = 
a V1-e? 41-2? 
2 
Excentricité del'ellipse e= M —e-wxl-e? së lei 
a 


y41-e? 


e 


2 2 
c—-vNa -b^ =c=ae 


> Tanh(l,) = V1- e? Cosh(l,) = E Sinh(l,) = 
e 


Peut-on inscrire deux ellipses quelconque dans un systéme de coordonnées elliptiques ? La réponse 
est oui et non, car une fois déterminé le facteur d'échelle c sur une quelconque des deux ellipses. La 
seconde ellipse est obligatoirement contrainte par une relation entre ces axes, comme suit : 


2 2 
Ellipse 1 n (2) =] tq a >b, 
a b, 


x, = c Cosh(l,,) Cos(9) = a,Cos(8 
: Cn) . qn à Tani j A c =a f1- Tank’ (l) == 4— 
y, = € Sinh(I,,) Sin(9) = b,Sin(9) T i Cosh(l,,) 


a 


2 2 
x, =c Cosh(l,,) Cos(9) = a,Cos(9 
Ellipse 2 |-—| «| | 21 tq a >b, e | (ya) Se di E) 
Kë b, yı =c Sinh(l 2) Sin(9) = b,Sin(9) 


a, = c Cosh(l,,) = a,Cosh(l >) j1- Tanh? (l) 
b, = c Sinh(l,,)= a,Sinh(l,3) J1- Tanh? (l) 


2 2 2 2 
>a, —b, =a —b 


=> Cosh(l,,)=® Sinh(l,,)= ps 
C C 


Si a,=aa b,-ab =a=1l 


B 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
Si a,=aa OB =a —b/ >b, =b + (a —1)a, 


1+ (a? —1)Tanh? (l) 


2 
— b, =b, | + (a? [e => b, =b, 1+ (æ? Rani, mus Tanh(,.) = Tanh(l,,) y 
1 a5 a 


b 
Connus a,,b,a,—1L,- Aretan D a =— oda A 
a, 
— 


1-- (a? —-1Jranh? (1 
l,» = ArcTanh zap AN l x Cn) b, = c Sinh(,,) 
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Transformation du systéme cartésien (x,y) — vers le systéme elliptique polaire 


Tirant partie de l'équation d'une ellipse : 


2 2 
: Xx y 2 2 DE 2 2 2 > p2 
Ellips d =] Cosh Sinh = c^Cosh Sinh 
ipse ua Cs OS. (mv + Sin (n x c^ Cos. (n) in (n) 


2 


Posons z = Cosh’ (n) cz zc + x? +y?) tx’ =0 


2 (e? + x? + »2)+ Je + x? n —4c?x? et AE [E Lx? + »2)+ Ÿ(e2 + x? ey? —4c?x? 
2c? l 2c? 
Posons z = Sinh? (n) => c?z? ES x? y?) y =0 


rr- exp eate NO eee eoe eae 


2c? 2c? 


On peut alors écrire les formules de correspondance, en séparant le cas de coordonnées sur la ligne 
inter-nodale : 


n-0 


Ligne internodale x [ cc] y=0 0= Areco 7 x>0 
c 


0=7- arccod - z) x>0 
c 


En dehors ligne internodale 


2 
Cosh(n)= JE +x? ch de x? +y?) —4c?x? 


=> n = ArcCosh 


JE + x? «Je + x? n —4c?x? 


2c? 


sni) E eh "e x? »y + 4c?x? 


2c? 


(e + y? kd -x? -y7 +4c?x? 


=> n = ArcSinh mE 
c 


Cosh 
Et Tell y ahe 
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Jacobien du systéme de coordonnées 


Le Jacobien en coordonnées elliptiques cylindriques et la métrique sont : 


Ox | Ox 
Eu c 
ou 00 à Ox 
Jada EI. ® ol-det 27 00 |. Ce sipn? ()Cos (9) 4 c? Cos? (mSin (9) 
On 08 Oy y 
0 0 1 ón- 29 


J = e (Sinh? (ul oe (9) + Cosh? (p) — Cos? (9)))- c? (Cosh?) - Cos? (9 Cosh? (n) Sinh?(m))) 
J = (Cosh?) - Cos? (9))= c^ (Cosh(25) - Cos(29)) 

ds? = (Cosh (y) - Cos? (0) kd? 46?) - az? 

L'équation de Laplace en coordonnées elliptique cylindrique 3D (n,O,z) s'écrit sous la forme 


1 &^T(g,0,z) O?T(qn,0,z) ) &^T(n,0,z) 
+ ! = 0 
c?(Cosh? (m) - Cos? (0)) on? 20? oz? 


Lorsque l'on réduit le probléme à deux dimensions , en coordonnées elliptique polaire (n,ĝ) 
l'équation devient : 
1 0°T(n,0) 0°T(n,0 &T(g,0) 0°T(n,0 
: e : D Ja D d sas D e D ) o 
c'(Cosh? (y) - Cos (0) ên 00 ôn 00 
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Singularité du système de coordonnées elliptiques cylindriques 3D et régularité du gradient 


Dans le cas où le domaine d'étude de la solution de l'équation de Laplace comporte la ligne n=0 et 
2-0,n en 3D, alors le système de coordonnées elliptiques cylindriques comporte une singularité en 
n=0 et 0-0,n . Cela se traduit par l'annulation du Jacobien sur cette ligne et la singularité 
"apparente" du Gradient de toute fonction solution de l'équation de Laplace. La solution doit donc 
neutraliser la singularité apparente du gradient en assurant une valeur bornée à ce dernier soit : 
(5,0,2) eet (000,2) e €) 


8 ] ÔT(n.0,2) (2722) | (22.2) 
Grad(T(n,0,z))= I yc 
ra ( (n z)) iess ôn m 20 + 2: 
ote eerie tr] Cree] rtr 

c^ (Cosh?^ (]) - Cos? (0)) ôn 00 ER 


= Cosh’ (i- Cos’ (0)=0 condition Grad(T(n,0, z)) reste bornée V n,0 


Singularité du Jacobien J yendo 


Seng 1 OT (j,0,z) Y (green 
(Cosh? (m) - Cos? (0)) ôn 00 


2 2: 
Soir | £7 (0,2) (2029) 
ôn 00 


— Cste 


n=0,0=0,7 


ec Cste(Cosh? (n) — Cos? (0)) 


n=0,0=0,7 

Nous montrerons par la suite que les solutions admissibles dans une section elliptique complète se 
développe par exemple sous la forme d'un produit de fonctions de Mathieu (les fonctions de 
Mathieu angulaire de deuxième espèce n'étant pas n-périodique) et modifiées de Mathieu de 
première espèce, comme suit : 

Je;,(n,q) ce;,(0,q) 

Jern (0:4) Cean (0,9) 

Jo;, DI, q) se,,:(0,q) 

J05, 5 (1.4) $e5,,5(0,q) 


T(7,0,z)= Rio ch ` Rio): 


et 
Je, (1-4) ce», (0,-4) 
le, 41.74) ce,,,4(0.—-q) 
Jo, 1.—4) Së LÉI éi 
Jo, DI $e,,,, (0.—4) 


T(n,0,z2)- Rio ch X Rio): 
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ou bien encore avec la partie radiale en fonction modifiée de Mathieu de deuxiéme espéce 
Ne;, (1.4) ce;,(0,q) 

Nesna (Nq) ce, (0,q) 

No, 41,4) se,,:1(0,q) 

No, 51.4) $€5,,, (0.4) 


T(j,0,z)-R()G(0)Z(z) | Rui: 


et 

Ke,, (1,-4) ce,, (8.4) 
Ke,, (1.4) cez, (0.4) 
Koll se, (0.—4) 


KO,,:2(17;—Q) gës 
Il vient dans le premier cas la forme suivante de condition de régularité du gradient : 


G= (ceno p C np $68 


T(7,0,z)= Rio ch ` RG)e(0)- 


on 00 
n=0,0=0,7 
d 2 
OJ P Q 0, 
md G = (ce, (0, q)) efe; Utd) ME 
on 00 
n=0,0=0,7 
et 
2 2 
G - | ce, (8,4) m | + D (1.4) rec) 
on 00 
17=0,0=0,7 
S 2 
26 (ce,, (0, q) Ge (m. 4) + (le, (n, oy (eoe 
id 0,9=0 
7=0,0=0,7 


Et dans le deuxième cas : 


> G= (ce,, (0, oy (25.9.2 i: (Ne,, (n, oy (8. 


en 08 n=0,0=0,7 . 
et 
2 2 
OKe = Oce,, (0,— 
= G = (ce, (af Ee Gr + (Ken ey 
on 00 
n=0,0=0,7 
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Prenons le développement en série des fonctions de Mathieu et Mathieu modifiées de premiére 
espéce et ee l'expression G, il vient: 


ce, (0,q) = $ 49” Cos(210) Je,,(n,q)= S. A? Cosh(21 7) 


1-0 


TS dJe,, 


q) = S 21 AQ” Sin(210) P S LAC" Sinh(21 m) 


1-0 7] 1-0 


G =(ce,,(0, ol Zan) + (Ne, (n, oy (se 


n=0,0=0,7 

Développement polynomial de Sinus et Sinus hyperbolique identique 

Sin(210)= Sin(0)P,, (Sin(0), Cos(0)) 

Sinh(21n) = Sinh(n)P,, (Sinh(r), Cosh(n)) 

dce,,(0,q) 
d0 


G - (ce,, (0. oy (ese DRE e) 


[—oo LEE 
= Sin(8) 5 21 A" P, (Sin(8), Cos(0)) = Sinh(n) D ` 2145" P, (Sinh(n), Cosh(n)) 
1=0 1=0 


an dO 


G = (Sinh(r)) 172200) (San (Simi, Coste) + 


+ (Sin(0)) (Sue, (Si cost) PELLE) 


1-0 
G expression polynomiale en (Sin(0), Cos(0), Sinh(n), Cosh(n)) 
G s'annule pour Sin(0) = +iSinh(n) 
Equivalent à subsituer 0 — in dans les polynomes en (Sin(0), Cos(0), Sinh(n), Cosh(n)) 


1=0 


= G=(Sinh(n)) TS amena | (F 249 P (Sinnen. Cohen) + 


2 Ta 2 
—(Sinh(n)) (are E) (ppm) 


+ {=o 
Or Sech )377 AO" Sin(210) > MM 2) 21 AG" Sin(*i21g) E 21 AQ" Sinh(2L m) 
1-0 1-0 
dce;, (ti), Dy Qn) i 2n) : 
— ES > 21 A2? Sinh(215) | =—(Sinh(n)) Za P, (Sinh), Cosh()) 


(aun, MM n aaneren 


Donc G «0 
Comme c'est un polynome, il existe une factorisation 

= (Sin(0) — i Sinh XSin(0) + i Sinh())P(Sin(0), Cos(0), Sinh(n), Cosh(n)) 
= G = ((Sin(@)} + (Sinh()). )P(Sin(6), Cos(0), Sinh), Cosh(n)) 


—G- (Cosh? -(Cos(0)f \P(Sin(0), Cos(@),Sinh(n),Cosh(n)) cq.f.d 
On montre de même avec les autres produits de fonction de Mathieu de première espèce de 
paramètre q positif. 
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Prenons maintenant le produit AES (7,9) ce, (0,9) et formons G : 


> G= (ces 0 TD) V (e or y (260) 


11-0,0-0,z 
La dérivée de la partie angulaire s'annule en 8-0, : 


oce, (0,q) VS Qn) e; Oce,, (0, 2) 
——À— = A 2I A Sin(210) — | ————— 
00 2 x Sin( ) 50 


= 0 


0=0,7 


(ce,,(8,9)), 23 AS? #0 
=0 
Qu'en est-il de la partie radiale eng En partant de la formule des dérivées des fonctions de 
Mathieu radiales de deuxième espèce, il vient : 
d Ne, (n.q) _ ces, (0.g)ce,,(x/2,4)$ Cu y 4go[ V ut dée" dee? 
dn (4 -Jq J (ae. doe) 


xr Le a = a > Dy Ag" (s C C -I Sa CG/)e o 
n 2n 


Il vient donc : 


> G= (cen, 6. (01) à (ne, or yy (S) 


n=0 


+0 
7=0,0=0,7 
La non annulation de G à la singularité du gradient constitue une condition suffisante de rejet de 
cette solution. 


Calculons maintenant avec le produit de fonctions de Mathieu de première de paramètre q<0 : 


Te,,(.-q) cez, (0:4). D'après le développement en série de ces fonctions nous avons : 


~ 


ces (z,-3) - C1) (C1) 4 AQ" Cos(2l z) Ge) CAPE BO" Cos((21 4 1)z) 


[oo 1=0 


sea) = (WE) An Sin((21+1)2) Seana (20) - C1) D C1) Bs Sin(21 * 2)z) 
1-0 1=0 

et 
1=00 [o0 

le, (z,-q) - (C1 M (-1) 45" Cosh(212) ` Je, G.-q4) 2 C1 3 C 1) BSE Cosh((21 +1)2) 
1-0 1=0 
1—oo [oo 

Io, (za) = CA 9, C1) AS Sin (QI e1)2) ` 10,67) = C1) $C 1) BET? Sinh((21+ 2)2) 
1-0 1-0 


Avec ces développements similaire en nature avec les développements des fonctions de premiére 
espéce de paramétre positif, on voit immédiatement que la condition de régularité du gradient est 
assurée. 
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Pour ce qui est du produit avec une fonction de deuxième espèce de paramètre q>0, tel que 
Ke,, (7,-q) CE, (0,-q) et formons G z 


GE (ce, (6-0 «| + (Ken np} DE 


on 00 
n=0,0=0,7 
La dérivée de la partie angulaire s'annule en ÿ=0,r : 
e l=% - 
Oce;, (0,—4) E VE Oe 21 AC? Sin(210) > Oce,, (0, 2) 0 
00 1-0 00 lue 


[—oo 
(ce,, GEZ OB = DC IT AU" w0 
1-0 


Qu'en est-il de la partie radiale en r0. En partant de la formule des dérivées des fonctions de 
Mathieu radiales de deuxiéme espéce, il vient : 


d Ke,, (7 -4) T. 
dn 
=p" fes Tox = D As fant fae, (ae ye aet, Cae), Gage") 
d Ke; 1.8) 
dn Lid 
-cays £e. "S 5:0 fa ASK ADH NDK) 


Il vient donc : 


>> G= (00,0 y TD) (Ke, y py (S600 


z0 


n=0,0=0,7 
La non annulation de G à la singularité du gradient constitue une condition suffisante de rejet de 
cette solution. 


En général ce type de raisonnements abordés dans la littérature est principalement du à 
N.N.Lebedev- « SPECIAL FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS, Prentice Hall 1965 », qu'il applique 
essentiellement dans le cas des coordonnées sphéroïdales aplaties. Et que l'on peut étendre à toute 
une série de systèmes de coordonnées orthogonales. Les raisonnements employés par McLachlan, 
N. W., « Theory and Applications of Mathieu Functions. Oxford, UK: Clarendon Press », ne sont pas 
de méme nature mais conduisent dans les faits à la méme conclusion de rejet. Dans cette ouvrage 
de référence, il s'agit d'assurer, la continuité de la solution et la continuité du gradient de la 
solution autour de l'origine des coordonnées. La continuité du gradient ne peut étre assurée que si 
ce dernier au moins s'annule à l'origine. En effet soit une solution donnée, il vient : 


T(n,0, 2), = T (n.-0, z), , 
OT (1,0,z) - OT(n,-0, z) 


n Lg ôn 


BACHE 
n=0 ôn 


)-0 
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Singularité du système de coordonnées elliptiques cylindriques 2D et régularité du gradient 


Dans le cas oü le domaine d'étude en deux dimensions de la solution de l'équation de Laplace 
comporte le point n=0 et Gr, alors le système de coordonnées elliptiques cylindriques comporte 
une singularité en n=0 et 0-0,r. Cela se traduit par l'annulation du Jacobien à l'origine des 
coordonnées et la singularité "apparente" du Gradient de toute fonction solution de l'équation de 
Laplace. La solution doit donc neutraliser la singularité apparente du gradient en assurant une 
valeur bornée à ce dernier soit : 

(3,0) eO et (000) e 


Grad(T(1.0))- l (are), (my, 


e (Cosh? (n) - Cos? (0)) 0n 00 


Grad(T(n,0)) = l (222) JE | 


(Cosh m -Cos (09) V ôn 00 


Singularité du Jacobien JL, 9-07 = Cosh?’ (n) - Cos? (0) 20 condition Grad(T(n,0)) reste bornée Y n,0 


SÉ EE SE E 
On 00 T 0n 00 
t 


Soit Lim à 2 —Cste et Lim S i = Cste 

799 — (Cosh^ (p - Cos? (0)) 7» — (Cosh^ (m - Cos? (6)) 
SCHEI (re. SON (mmo) 
ôn 80 on 08 

Soit Lim —Cste et Lim — Cste 
70 (Cosh(n)—Cos(0)) (E (Cosh() + Cos(0)) 

La premiére limite est facile à simplifier, sachant que : 

Développons autour de n 2 0 et 0 20 

Cosh(n) = 5a Cos(0) = Sey Ee Cosh(]) — Cos(0) = > w cayo 

Ne (2n) zd (2n)! i £1 (2n) T 


1=2 p 


= 1=2 p-1 
n=2p= nn" -0” = (n? +0?) WC ME Vp,p>0 KH Wed ET 
1=0 


EN 


-0 
1=2p l=2 p 
n-22p4l- gi? 497? = (7° +82) Y D'n” Vp,p>0 Congo? 0 


1=0 1-0 


p-0 Sonno” = 1= Lim C) - Ces(9) _ 
1=0 


= m0 (7° +0?) : 


Il suffit donc de vérifier pour la première limite que : 
SCH (meo) 
on 00 
Lim 


n30 DR m3 


00 


Soit — Cste 
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Pour la deuxième limite, il vient : 
Développons autour den 2 0 et 0 2 zx 


+00 n” 
Cosh(]) =>} Gi 
n=0 


2n) 


Cos(8) = X D” OS = Cosh(n) + Cos(0) = $ e (-D"(0-x}") 


=2 p-1 


n=2p=n"-(0-x)" -(y «(0-z) xc D'n D0- S vp, p» 0 Ye ane 007)" 5 
n=2p+1 >n"? +(0-rýf"” = (7° + +(0-7x) RK D'n” (9 — zy" 
1=2p 


— Vp,p >0 yc D'g*"? (9—-zy' —0 


1-0 


… Cosh(n) * Cos(0) 
-0 172" ( -I—L 
Mc In Se Se red n? «(0-nzf 


dam 


=] 


Il suffit donc de vérifier pour la deuxième limite que : 


um (moy 
on 00 

po (r+0-7)) 
Commençons par la première limite, en prenant tous les cas de figure des solutions obtenus par 
séparation des variables du problème à deux dimensions : 

Cas Ai =0 R(n)=an+b @©(0)=c0+d 

G(n,0)= (a n+ byc + (c 0 + dfa’ —0-a?c^g? +b? -2abc^n + a°c°0° + a?d? -2a?cd 0 

G(n,0)= (a^a? + bei )+ Qa bc?) + (2a°cd} + ac "Ju? t e) 

>a’ d’ +b? Det bei 20eta?cd -0— Soita-b-0 Soita-c-0 Soit c= d -0— T(n,0) - Cste 
Soit b 2d 20— T(n,0)-acmg0 


— Cste 


Cas+%  R(n)=cCosh(An)+d Sinh(An) > ED RC - (c Sinh(An)+d Cosh(An)) 
n 
, 1 dV (v) i 
O(0) = e Cos(A0) 4- f Sin(A0) —> 2 = (- e Sin(20)+ f Cos(A0)) 
A 


CA 18) = (c Cosh(An) * d Sinh(An)) (- e Sin(20)+ f Cos(A0)y + 
+ (c Sinh(2n) +d Cosh(An)) (e Cos(20)+ f Sin(A0)) — Condition nécessaire TM sed” Lef" =0 


casi cz0,ez0,d 20, f =0 = R()G(0) x Cosh(An)Cos(20) 
cas2—d £0,f +0,c=0,e =0 => R()G(0) < Sinh(An)Sin(AO) 


2 4 
cas l — développement d'ordre 6 autour de 0 = ———- Tu R 20 + el ` DN MÉ 22 (7° we) 


4 
cas 2 — développement d'ordre 6 autour de 0 — " R ep + af É DN 0“ )+ Z (n° +e") 


casl TIT = viel? e ^ (7° ak a DN ek «e 


eg D gp el ie och Ze n°07 +0) 
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Le dernier cas donne une condition tout à fait similaire, et nous l'illustrons avec un développement 
d'ordre 6 autour de l'origine des coordonnées : 

Cas - A 

R(n) 2 c Cos(A) * d Sin(Aq) 

OG(0) = e Cosh(A0) 4 f Sinh(A0) 


Condition nécessaire DT —-ed?r-cf?-0 


cas] cz0,020,4 20, f =0 = R(1)G(0) x Cos(Ar)Cosh(A0) 
cas2 — d +0, f +0,c =0,e = 0 => R()G(0) < Sin(An)Sinh(A0) 


2 4 
cas 1 — développement d'ordre 6 autour de 0 = iu A za +0?) ` (n END = (n° + e) 


2 4 
cas 2 — développement d'ordre 6 autour de 0 => cup R ZA 8) ` DN 6“ )+ = (n? + e) 


cas 1 — ET R c'e (n° «e ^ (7° 0° )+ a DN n 0° 0°) 


45 
Pour la deuxième limite, le premier cas de solutions donne : 
Cas Ai =0 
R(m)=an+b @(0)=c(0-7)+d 
G(n7,0) = (a^a? + bech Qa bc?) + (a°c DI -z)- ah? +(0-— zy) 
= a/^d? +b’? =0et abc? 2 0et acd 20— Soita=b=0 Soita=c=0 Soitc=d=0=T(n,0)= Cste 
Soit b- d -0— T(,0) - ac y (0-7) 
Mais dans ce cas la dernière solution ne vérifie plus la condition pour rj-8-0. Cela signifie que si 
l'on approche l'origine à l'intérieur du domaine d'étude de part et d'autre de l'axe des abscisses , il 


y a singularité du gradient de la solution = Cste n ou Cste n (n-Ó). Dans ce cas seule la solution 
triviale -Cste est possible. 


Pug ess A PP we ^ (7° o°)+ SE UR ge ve) 


Pour les deux autres cas, on obtient les mêmes résultat avec la substitution 8-»0-n et les seules 
combinaisons de solution semblent devenir : 

Cas — A? 

cas1 — Rtg) < Cos(Ar)Cosh(A(0 — x)) 

cas 2 — R(n)G(0) « Sin(Ar)Sinh(A(0 — zc 

Cas + A? 

cas1 — Rang) < Cosh(An)Cos((0 — x)) 

cas 2 — Big) < Sinh(Ar)Sin(A(0 — x )) 


A ceci prés que la combinaison avec les fonctions hyperboliques de l'angle 8, ne respecte pas la 
régularité du gradient dans la direction opposée, comme ceci : 

Raid) < Cos(Ar)Cosh(A(0 — z ))= Cos(An)(Cosh(A0)Cosh(Az )- Sinh(A0 Sinh(Az)) 

= Cos(A)Cosh(A0)Cosh(Az ) — Cos(Ar)Sinh(A0)Sinh(Az ) 

Or Cos(Ar)Sinh(A0) ne respecte pas la régularité du gradient en 2 0 =0 
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On peut développer toutes les autres formes de solutions pour en conclure ce qui suit. De méme 
que dans le cas oü l'on peut approcher l'origine à l'intérieur du domaine d'étude de part et d'autre 
de l'axe des abscisses, alors seulement les combinaisons suivantes respectent la régularité du 
gradient : 

R(1])8G(0) < Cosh(A1)Cos(A0) 

R(1])8G(0) oc Sinh(Ar)Sin(A0) 

Tel que Ax — nz 

Trés concrétement, lorsque le domaine inclut l'origine des coordonnées, on ne peut développer 
dans le cas elliptique à deux dimensions des solutions séparables que pour des configurations 
angulaires complètes ou demi-elliptiques avec 0«-8«- n ou O<=Ü<=2n, où justement les valeurs 
propres angulaires À sont entiéres. 


On a donc trouver les contraintes liant les solutions obtenues par séparation, dans le cas à deux 
dimensions. Méme si les solutions s'apparentent à celles des coordonnées cartésiennes, elles en 
différent nettement par les contraintes qui les lient. 


Conditions de continuité et dérivabilité sur la ligne inter-focale pour des solutions admissibles à 2 


et 3 dimensions 


Méme lorsque le point de singularité du Jacobien en coordonnées elliptiques cylindriques n'est pas 
inclus dans le domaine d'étude, d'autres conditions s'y substituent lorsque le domaine inclus le 
segment {x,y}={-c 0} {xy}={+c,0} appelé aussi la ligne inter-focale. Ce sont les conditions de 
continuité et de dérivabilité l'on approche par cette ligne inter-focale à angle droit. La deuxiéme 
condition signifie que le gradient ne subit aucune discontinuité au passage de cette ligne. Ces 
conditions sont clairement définies dans l'article de 1944 de N.W.McLachlan « Heat conduction in 
elliptical cylinder and an analogous electromagnetic problem ». Ces deux contraintes peuvent se 
résumer aux conditions de limites suivantes à trois et deux dimensions : 


LimT(n.0,2) - LimT(n,-0,2) LimT(n,0)= LimT(n,—0) 

7! 7) 7! 7n! 

3D- M 2D- "A 
Lim T22 — _ pim 87028-2) Lim $1650) — pim EI LÉI 
]0 on n—0 on n—0 on n—0 on 


Pour une solution séparée cela donne : 


ën gel Miete). [PRO PIDE S) am 
2D = T(,0)- H(n)e(0) G(0) Lim El = -e(-6) Lim 1 
]0 on m0 on 
En deux dimensions, les fonctions élémentaires constantes et linéaires doivent respecter ces 
contraintes : 
T(n,0)=(an+b\c0+d)= LimT(n,0)= LimT(n,-0)= c0=-c0 = c=0 
HA n 

n—0 on ]90 on 

Seule la fonction constante respecte la contrainte inter-focale. 


—c0-«d--(-c0*d)—d-0-—T(g,0)-b 
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Mais si la solution est construite avec la valeur absolue de l'angle, la contrainte inter-focale est 
respectée : 


T(1.0) - c 0| * d = LimT(n.0)= Dänen Lim STORE). opas 0700) 
n—0 on n—0 on 


= 0 


Cette remarque est également valable pour toute fonction solution de l'équation de Laplace, 
construite avec la valeur absolue de l'angle. Soit : 


H(0)e(6) - n(0je(-6) 


"näi nte) o(9)ziy E) oo) ay UD 
Ó 


Les produits de fonctions de méme parité respectent bien cette condition. 


77.6) = Cos(A )Cosh(A 0) — Lin TQ, 0) - LinT(g,-8) ^ Cosh(20)= Cosh(- 2 6) 
Cosh(An)Cos(A0) ' 1-0 1-20 Cos(40)- Cos(- A0) 

Lim DI DEE __ 79 OI DE , 0T(0,0) — 0T(0,-9) _, 

90 OT n—0 on On on 

T(n,0) = Se T(n,0)= LinT(n,-0)  T(0,0) = T(0,-0) 2 0 
6) CC): AT ek E "eee ere 

ri BE DEE. Rs ER Si 8)= -Sin&(- A0) 

209 On van On Sin(20)= -Sin(- A0) 


Par contre il n'en est pas de même avec les produits de fonctions de parité différentes : 
(1) T(n,0)= Cos(A n)Sinh(A 0) LimT(n,0)# LimT(n,-0)= Sinh(10)# Sinh(— 2 6) 
n n— 


DEUM: —ASin(2n)Sinh(20)= Lim EE 
on 709 On n0 On on on 
(2) T(n,0)= Sin(An)Cosh(10)= Lim T(n,0)= LimT(n,-0)= T(0,0) = T(0,-6) - 0 
7n n> 
E esa CERO a E EL E S) 
OT ]20 OT n—0 on 
(3) T(n,0)=Cosh(2n)Sin(10)= LimT(n,0)# LimT(n.-0)= Sinh(10)+ Sinh(- A0) 
T” 7—> 
CERE) c. ASinh(A1])Sin(A 0) — Lim CEOLE pas C CUBO) equa Ee 
on n—0 On 0 on On On 
(4) T(n,0)= Sink(An)Cos(40)— Lim T(n,0) = Lim T(,0)= T(0,0) = T(0,-0) = 0 


= ACosh(An)Cos(4 0) — Lim — ——— E + — Lim 


=> Cosh(40)+ —Cosbt- A0) 
EF" HN ]90 OT Se On 
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En configuration elliptique cylindrique à trois dimensions, les solutions admissibles comportant une 
périodicité rt angulaire, sont de la forme : 


Je, (n.q) ce;, (0.4) 
Je, a (1.4) ce,,1(0,q) 
Jos, a (1.4) Sez, (0.4) 
J05, 5 (1.4) ge (0. q) 


T(7,0,z)= Rio ch ` Rio): 


et 

le, (n.-4) ce, (0.-q) 

Te, 1.74) ce,,,(0,-4) 

Jo, 4 (1.-4) Sez, (0,4) 

Jo, (11,74) $65,,5(0,—q) 

ou bien encore avec la partie radiale en fonction modifiée de Mathieu de deuxiéme espéce 
Ne;, (1. q) ce,,(0,q) 

Ne;, 4 (1,4) ce, (0,q) 

Nosna 1.4) Seon LÉI, di 

Mos, q) Se:,:2(0,q) 


T(7,0,z)= Rio ch ` RGpO(0)- 


T(j,0,z)- R(])G(8)Z(z) X Rio): 


et 
Ke, (1.-q4) ce, (0,-q) 

Ke,, (1,74) ce, (0.-4) 

Ko, 41,74) Sez, (0,4) 

Ko,,,5 (1,74) 5e,,,:(0,—q) 

Pour ce qui est des premiéres solutions en utilisant le développement en série tant de la partie 
radiale que de la partie angulaire, on obtient des produits de fonctions sinusoidales et 
hyperboliques de méme parité, de méme que dans le cas à deux dimensions les conditions de 
passage sur la ligne inter-focale sont vérifiées. 


T(7,0,z)= R()G(8)Z(z) RMO) = 


Pour ce qui est des produits avec les fonctions de Mathieu radiales de deuxième espèce. En partant 
par exemple d'une des formules sur les dérivées des fonctions de Mathieu radiales de deuxième 


espèce, il vient pour une produit S Ne,, (7, q) ce, (0, q) ou Ne, (7, q) CC, (0, q) ` 


d Ne, D ce, 0. q)ce,, (7/2, DÉC y aeaf dë "ia ae XC Jae) 


dn (Ò = Jae At de". (ae) 
EE TE 
On a vu juste avant qu'il en est de même avec la jene de deuxiéme espéce : 
"in EE 2 prt D AZAP USOK f t. hok «o 
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La premiére condition est vérifiée car la partie angulaire est une fonction paire de l'angle. La 
deuxiéme condition sur la continuité du gradient s'exprime sous la forme : 


Ce, (0, mA Nes mn = CE, (-0, EENEG 
an PE, dr - 
Comme  ce,,(0,q) - ce,,(-0,q) ce, (6,9) Nes Ge) = -ce,, (eg) (7,4) Z d Ne,,(n,q) 
dn n=0 dn 5 dn Si 


Or d Ne,, (n, q) 
dn 
On réalise le même raisonnement avec le produit : 


Cean To a 


z 0 > Contradiction 


9-0 


+ 0 > Contradiction 


9-0 


Avec les produits de la forme : 
No; 1.4) S€5, (0, q) ou No,,:2 (1.4) KEIER (0, q) 


Comme en général No;,,(0,q) = 0 c'est la premiére condition de continuité qui n'est plus respecté 
Ko (0,—q) * 0 


puisque la fonction angulaire est impaire. Il en est de méme avec 
Seuls les produits suivants sont donc admissibles : 
Je,, (1, q) ce», (0, Je, 4 (11, q) ce, (0, 
re) | 2n (1,4) ces, (0,q) osa 1. 9) Ce (0,4) 
Joz, (0,4) $e5,,4(0.q) J05,,5 (01. q) $e5,,, (0. q) 
et 
le,, (n 4) Ce, (0,—q) Te, (n.—4) Con (0,—q) 


R()O(0) = | 
105,461.74) se5,4(0,—4) 105,,5 (1,74) $65,,5(0.—q) . 
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Séparation des variables en coordonnées elliptiques polaires 2D 


La séparation des variables en coordonnées elliptique polaires (n,8), (en supposant un cylindre de 
hauteur infinie, ou bien finie mais avec des conditions de Neumann homogènes sur les sections 
basse et haute) donne des fonctions propres similaires à celle des fonctions propres en 
coordonnées cartésiennes, comme suit : 


1 &[T(g,0,z)  O'T(g,0,z) 
c'(Cosh^ (p)- a ôn? "og 
eo $ Sc 
R(n) ` ou) 
c'(Cosh? (n) - Cos? (0) 
Dans ce probléme qui ne dépend pas de la hauteur z, tout se passe comme si les solutions pour les 
parties radiales et angulaires devenaient celles du cas cartésien : 
Cas d, 2 44 »0 
©" (0)+20(0) = 0 => G(0) = A, Cos(A0)- B, Sin(A0) 
R"(g) - ÁR(]) =0=> R(n) = A, "+B, e^" 
Cas a, 2 -X «0 
0"(0)- 20(0) 202 G(0)- A, ^^ +B, e °° 
R'(p-AR(gy)2029 R(n)= A, Cos(Ar) * B, Sin(An) 
Cas à, =0 
9"(0)20— 0(0)- 4, 0 4 B, 
R") => RG) = 4, n + B,n 


| -0«T(n,0) = R(])8e(0) 


02 R"(p-a,R()-0 et GO"(0)-a,0(0)-0 


Les solutions sont donc déjà connues par l'étude des nombreux exemples en cartésien, mais nous 
en illustrerons quelques exemples de mise en oeuvre. Et nous devons également tenir compte des 
contraintes liées au respect de la régularité du gradient et du passage à travers la ligne inter-focale 
(voir précédemment). 
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Séparation des variables en coordonnées elliptiques cylindriques 3D 


Le cas plus intéressant de problémes intérieurs (Dirichlet ou Neumann), et paradoxalement pas si souvent 
étudié, est celui d'une configuration tubulaire finie de section elliptique. Ce cas est une extension directe de 
l'étude des solutions par séparation des variables en 3 dimensions. Nous verrons que les solutions sont à 
rechercher dans la classe des fonctions de Mathieu. Ces fonctions ne sont pas souvent mise en oeuvre car 
dans la grande famille des fonctions spéciales elles sont difficiles à manipuler et ne sont pas souvent 
implémentées dans les logiciels de calcul mathématique, tout de moins pas toujours complétement, 
notamment pour la partie radiale. De plus les problémes aux limites ont souvent été étudiés pour en 
électrostatique, électromagnétique, et phénoméne vibratoire. Revenons donc au cas à trois dimensions et 
séparons la solution sous la forme d'un produit de fonctions de chaque variable n, Ÿ et z. 


2 2. 2 
— set (AEE 
B ZO) 
c? (Cosh? (n) - Cos? (0) 
ES e"(0) 


Jen mie + Prag (0))+ RG)9(0)Z" (z) = 0 


+ 


R(n) ©(8) | -ZO =&, > Z'(z)*a4Z(z) - 0 


cé c?(Cosh? (m)- Cos? (6) Z(z) 


R" [OM 0 R" o" 0 
= | Go R TT = asc! (Cosh? (n) - Cos^ (0))5 E —asc^Cosh? (N) = E + zx) 


R" 
> A. ese" Cos) TAg SER e(8) 


R" (N)- (a, oc? Cosh’ (p) R(gy) 20. avec Cosh?(g) - 


Cosh(2n) +1 
2 


2 
4 


2 


R"(n)- (a5 * asc )R(]) = 02 R" (n)- (a, + +2 Cosh(2m))R(1) 


2 Cosh(2n)+1 
2 

Cos(20)+1 
2 


2 


Q'"(0)-- (a, - a4c^ Cos? (0))G(0) 20 avec  Cos?(0)- 


)e(8) = 02 G"(0)* (a; + 


=> Q"(0)- (a. + ac 


2 
E +228 Cos(20))0(0) 


2 2 


ac ac 
3 etÀ 0, — 


En posant q — — 


Q''(0)- (A4—2q Cos(20))9(0)=0 équation de Mathieu 

R'"'(n)-(4-2gqg Cosh(2n))R(n)=0 équation de Mathieu modifiée 

Par ses manipulations on aboutit à la forme "officielle" des équations de Mathieu. La fonction R(n) 
représente la partie "radiale", la variable n étant en quelque sorte l'équivalent de r dans le 
système cylindrique. La fonction O(Ÿ) représente la partie angulaire de la solution séparée. Z(z) 
demeure la fonction axiale se développant sur la hauteur du cylindre elliptique. On rappelle que les 
constantes de séparation a; et a» sont fixées suivant les conditions du problème mathématique à 
résoudre, notamment la nature des conditions aux limites (homogénéité, direction de 
l'homogénéité, valeurs, type de conditions aux limites Dirichlet, Neumann et ou Robin, et dans ce 
cas seulement envisagées sur les faces hautes et basses du cylindre). Les solutions formelles issues 
de la séparation des variables dépendent donc de la valeur des deux constantes de séparation a; et 
Kä 
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Prenons le cas a; > 0 : problème homogène axial 


Un exemple pour fixer les idées consiste à considérer un tube de section elliptique auquel on fixe 
des conditions aux limites homogénes de Dirichlet sur le haut et le bas du tube. Dans ces conditions 
on ne peut trouver de solutions possibles de Z(z) nulles aux deux extrémités du tube qu'avec des 
solutions sinusoidales. Il y a donc obligation de retenir une valeur positive de a's. 


Pour lever toute ambiguïté sur le signe des constantes o; et o», on notera toujours des constantes 
positives sous la forme de valeur absolue [as] et [a;[. 
2 
lasle 4la 


a; >0>q= x 78 d lesl- 77 et ÀA-a* 


2 
Ga 


2 2 
Z"(z)- a4Z(z) =0 = Z(z) = A,Cos Val + B, Sin al 
C C 


@"(8)+(2 »2]g| cos(20))e(6) = o 
R" (5). 21d] Cosh(2n)}R(n)= 0 


Cas(1) Contrainte de périodicité 2x — ordre entier n 


| équation de Mathieu et Mathieu modifiée de paramètre — la| 


2 


avec dépendance entreA et q tq existence de solutions en 0 périodique De plus À = @, + > 0 ou <0 


=> À caractéristique de l'équation de Mathieu, dépend de q lorsque la fonction est choisie périodique | A(q) 


| | A . a(n,q) solution paire 
À est également dépendant de n et du type de parité de la fonction = å = GE 
b(n, q) solution impaire 


d 


ql)+ Bo fe,(0-al) ou @(0)= Asse, 9 alle Boe, (6.— 


ql) fonction de Mathieu angulaire de première espèce paire 


(0) = Asce, (0, 
ce, ER 
se, ER 
fe, (0. 
2e, ER ql) fonction de Mathieu angulaire de deuxième espèce paire 

R(n) = C,Ie, (1.-|a) + D,Ke,(n,-g}) ou RM) = C, 10, (n.a) + D, Ko, (n. 
Ie, (n,— qp fonction de Mathieu modifiée radiale de premiére espéce paire 
lo, (1. 
Ke, (n.- 
Ko,(n,- 


n indice des solutions = 0,1,2,3... 


ql) Jonction de Mathieu angulaire de première espèce impaire 


q) fonction de Mathieu angulaire de deuxième espèce impaire 


di 


qp fonction de Mathieu modifiée radiale de première espèce impaire 


qp fonction de Mathieu modifiée radiale de deuxiéme espéce impaire 


qp fonction de Mathieu modifiée radiale de deuxiéme espéce paire 


Cas(2) Pas de contrainte de périodicité 2n = ordrev | non— entier voire ordrev complexe 


Fonction de Mathieu angulaire 


ce, D ql y G ems S m d ECH (0. lal) y e- do m SC d sont deux solutions indépendantes 
i 
Fonction de Mathieu modifiée radiale M DI (z. ql) et M DG dl voir plus loin pour la construction 
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Prenons le cas a; « 0: 


Si par contre les conditions aux limites sont inhomogénes sur les sections haute ou basse du tube, 
alors on choisira plutót une valeur de a3 négative qui conduit à une solution hyperbolique 
(exponentielle ou sinus hyperbolique) selon l'axe z. Par ailleurs les conditions sont homogénes sur 
la surface du cylindre. 


Pour lever toute ambiguïté sur le signe des constantes a; et a», on notera toujours des constantes 
positives sous la forme de valeur absolue |a| et [a;[. 
2 
4g et A-a, ek 
c? 2 
2 fial ED 
Z"(2-|leJz(2-02Z(2-24e* +Be © 


@"'(8)+(2-—2]q| Cos(20))8(0)=0 équation de Mathieu 


a; «02 q-|g|- Sr > la] = 


ou (0) = 


avec 


dépendance entre À et q tq existence de solutions en 0 périodique 

soit À = A(q) 

ce, (0,q) fonction de Mathieu de première espèce paire 

se, (0,q) fonction de Mathieu de première espèce impaire 

fe, (0.q) fonction de Mathieu de deuxième espèce impaire 

ge,(0,q) fonction de Mathieu de deuxième espèce paire 

R'(n)-(A—- Za Cosh(2n))R(n)=0 équation de Mathieu modifiée 0 > in 


Je, (1, q) fonction de Mathieu modifiée de première espèce paire 
Ne, (n, q) fonction de Mathieu modifiée de deuxième espèce impaire 
Jo, (n, q) fonction de Mathieu modifiée de première espèce impaire 
No,(n,q) fonction de Mathieu modifiée de deuxième espèce paire 


n indice des solutions — 0,1,2,3...n 
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Prenons le cas a; = 0 : solution de valeur propre nulle 


La fonction axiale est linéaire en z et les fonctions radiales et angulaires sont elles-mémes solutions 
de l'équation de Laplace réduite à deux dimensions radiale et angulaire. 
Q4 =0> Z"(z)=0> Z(z)- Az- B, 
Ds t a,9(0) = 0 
R"(n)-a,R(n)=0 | 
La valeur propre nulle à deux dimensions implique une solution de la forme : 
à 9"(0)20— 0(0)—- A4, 0 - B, 
Q, = 
. R") => R(])- A, n B, 


Une solution de valeur propre nulle dans le probléme à trois dimensions est soit dans le cas trivial 
une solution de la forme : 

Z(z) * Az B, 

O(0)= A, 0 - B, 

R(g)- A, n-B, 

soit une solution de la forme oü les parties radiale et angulaire sont solution du probléme 
bidimensionnelle. 

Z(z)- Az B, 

Q"(0)-0,0(0)-0 

R"(n)-a,R(n)=0 

L'une ou l'autre de ces solutions dépend des conditions aux limites du problème. Par exemple si des 
conditions homogènes de Neumann sont imposées sur la face latérale du cylindre elliptique plein 
alors le problème bidimensionnel sur la section elliptique n'admet qu'une solution triviale et c'est 
donc la première solution qui s'impose. Elle est constante en l'occurrence puisque la partie 
angulaire doit être périodique de période 2n, et que la partie radiale doit voir sa dérivée première 
s'annuler (condition de Neumann), donc il vient : 

Z(z)= Az B, 

O(0)= 4 0 +B, = 4 20— O(0) - B, 

R(n) = A, n+ B, — A -0— R()- B, 


+0 
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Transformation des équations de Mathieu 


L'équation de Mathieu sous la forme algébrique : 
(6) Equation de Mathieu  Z'"'(z)+ (a — 2x^Cos(2z) )zc) =0 En posant p = Cos(z) 


2 
RO dC NA -1> Z =-sin(z)= Ep Sé - -Cos(z)  -p 


dZ(z) | ke -ip 0) E eng Ze dl EE p Ze) 


d dz dp 


() >h p 22 t E E 


2 
(6) 5 ( py zo 5 SE -Ay^ p? z(p)- 0 
Une autre forme algébrique de l'équation de Mathieu est obtenue à l'aide d'un autre changement 
de variable : 

(6) Equation de Mathieu  Z'"'(z)+ (a — 2x? Cos(2z))Z(z) =0 En posant p = Sin^(z) 

Cos(2z)= Cos? (z)- Sin (z) -1- 28in^(z) -1- 2p 


— Sin(2z)= )-41- Cos?(2z)- ht (1I-2pf -24p(l- p 


2 
S P = 2Cos(2z)=2(1-2p) 
Z 


2 
dZ(z) _ dp 2e Late d A2 A Beet d Caa 
dz dz dz dp dp 


d'Z(z) ` d'Z(p) dZ(p) 
GC Se p) jp +2(1-2p) 


O =pli- o) O - a5 0). (4-270 2,)ip)- o 


O = oh- e, C20) 470) G 20 2)z()-o 
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L'équation de Mathieu modifiée sous la forme algébrique : 
(7) Equation de Mathieu modifiée Z'(z)— (a -2 x Cosh(2z)}Z (z)20 En posant p = Cosh(z) 
Cosh(2z) - Cosh" (z)^- Sinh°(z)= 2Cosh^(z)-1- 2p? -1 


2 
— gor B eps COR 120) 


dz dz a dz 
E E | d ip) - (y el, 2 


(0 z"(3-(-2 n T =0 
d'Z(p), dz(p) 
SCH A-2y'Qp! -1]JZ(p)-0 
ler Ep Cree bie 
dZ(p) 
4 
dp P dp d , 
En revenant à une transformation similaire à la deuxième transformation de l'équation de 
Mathieu : 
(6) Equation de Mathieu Z"(2)-(-23°Cosh(2z))7(7) = 0 En posant p =-Sinh°?(z) 
Cosh(2z) - Cosh’ (z)+ Sinh (z) -1- 2Sinh^(z) -1-2p 


2 
=> casi: JCosh(z)- Sinh(2z)= 4 Cosh?(2z)-1 = 4(1- 2p -1- 24 plp - 1) £4 = aco) - 0-20) 
Z 
dZ(z) dp Lie ) o i ) di Ze) d dZ(p) 
24 p(p -1) -4 z])-— Jo(p-l) es 
Oo ER Oo 


ze -2x! -A(o)-0 


dz dz dp 
4720. 4 NEE 
(5) salo- 25 20) (4 ut Selëlel- 9 

do do 
ne ët plp- 69270) 1-1): ziel 
Si p= Sue) pte p) 20). Gto) Zle) di 23 (12) zZ(o)-0 


Une autre transformation de l'équation de Mathieu modifiée : 
(7) Equation de Mathieu modifiée Z'"(z)— (a -2y? Cosh(2z))z (z)20 


Zz 


z 2 22 -2z 1 
En posant p - => P =€ sar WEBS SE Ee dod 


dz 2 d? dz 
IZE) dZ(p)do _ dZ(py PZE) d dz») df dZ(p)| PZO), dZtp) 
Wo dku V v up a ue Cape sa JP Soe Ve gp 


Chez 0) Ç vier: na 
dp p 


dz dZ 1 
dp dp 
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Probléme aux valeurs propres et formes des solutions 


Les problémes définies plus haut apparaissent comme des problémes aux valeurs propres d'un 
opérateur différentielle. Dans l'hypothése oü il existe une infinité de valeurs propres et donc de 
fonctions propres, et que ce systéme de fonctions propres est complet, alors la solution se 
développe en série. Un indice n des solutions indique que selon les conditions aux limites et/ou les 
conditions de régularité définies pour le probléme mathématique, il existe une multiplicité de 
solutions rangées par indice croissant. Dans ce cas, il convient de noter que chaque valeur propre A 
correspondant à une solution de type périodique, et à un indice n construit, est dépendante du 
paramétre q de l'équation de Mathieu et du systéme de fonctions utilisées. Ainsi les fonctions de 
première espèce ce;(n,q) et se,(n,q) sont liées à des valeurs propres distinctes respectivement 
A=a(n,q) et A-bí(n,q), que l'on appelle également caractéristiques de l'équation de Mathieu, donc 
contrairement aux fonctions sinus et cosinus, ce,(n,q) et se.(n,q) sont bien linéairement 
indépendantes mais leur valeurs propres ne coincident pas. Les fonctions linéairement 
indépendantes pour une méme valeur propres sont respectivement ` fe,(n,q) et ge.(n,q) qui elles 
n'exhibent aucune propriété de périodicité. Les fonctions associées (partie radiale) s'ordonnent de 
la méme maniére, correspondant à chaque fois à la méme caractéristique. 


Un développement en série serait pas exemple, en prenant le cas as > 0, construit ainsi : les 
conditions aux limites sur z, induisent un jeu de valeur propres, comme suit : 


A. c? A. c? 
"= — — Caractéristique a(q,.)=@, + — 


e, > 0,0, 21, e 4V0 > qn =- 


compte tenu des conditions aux limites homogènes sur l'axe z 
qui conditionne la valeur du paramètre q, et par ailleurs, la partie angulaire devant respecter les 
conditions de périodicité de la solution, le deuxième jeu est le jeu normal d'indice entiers pour les 


fonctions de Mathieu périodiques : 
Ap A ei A. ei A. ei 

erg Airesin- ee tee Ee Mel 

+ 


T(n,0,2)= D Y. 4 


nz=1 n0=1 S (4:*Cos(A, zb B;"Sin(A, z)) 


#2 2 3 


À d o A C " H SC 5 À Ze? 
LEI ge El atis Be iere EC 


x (4:° Cos(A,.z) ak Bj Sin(A, z)) 
Le développement exhibant d'un coté le jeu des fonctions paires et de l'autre celui des fonctions 


impaires, chacun des jeux correspondant à des caractéristiques (ou valeurs propres de l'équation 
de Mathieu distinctes). 


nz-conü-o | 411, e 
à. D S | nO 0,5 1]. 


nz-l n0=1 
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Un développement en série pour le cas a; < 0 dépendrait par contre de la nature des conditions 
aux limites homogénes sur la surface latérale du cylindrique à section elliptique pour la 
détermination d'un jeu de valeurs discrétes du paramétre q pour chaque indice entier des fonctions 
de Mathieu angulaires périodiques (restreint selon la symétrie des conditions aux limites 
inhomogènes) : 

eoe Je osnon) + BO Ne s sano n ENEE fe, (Oo ns) A 


T(n,0,z)= D Y 


S EA o x(Mz Cosh(A,,, zb BZ Sinh(4,, ,.z)) 
ng=o ee AM Jo (dun n) + Bl Neal, d, ns K At gea, non) + Agent, non lb 
S E x4 Cosh(A,, zl B^ Sini(A,,,,z)) 


avec la méme distinction entre les fonctions paires et impaires. 


avec À = 


nO,ns 


Périodicité des solutions et conséquence de la symétrie des conditions aux limites sur la forme 


des solutions 


Dans ce cas lorsque la configuration géométrique est un disque elliptique plein, alors la périodicité 
de la solution en 8 implique le seul choix a; > 0. Si le domaine est l'intérieur d'un secteur de disque 
elliptique creux et que les conditions homogènes sont radiales alors le choix a; « 0 est possible et 
l'on doit retrouver des fonctions propres similaires à celle d'un secteur de disque circulaire creux. 


Les premiéres propriétés importantes des équations de Mathieu : 

Formecanonique À—a et \g| >q 

Q"(0)-- (a—2q Cos(20))9(0)=0 équation de Mathieu (1) 

R'"(n)—(a—2q Cosh(2n))R(n)=0 équation de Mathieu modifiée 0 => im (2) 

a valeur propre de l'opérateur différentiel de Mathieu, également appelée caractéristique de l'équation 
portent sur les deux solutions indépendantes du problémes : Lorsque l'une des solutions de 
l'équation de Mathieu est périodique de période rt ou 2n alors la seconde solution linéairement 
indépendantes ne l'est pas. De méme la seconde solution est impaire si la premiére est paire et 


inversement (propriété uniquement valable pour l'équation de Mathieu et non l'équation de 
Mathieu modifiée) 


Comme pour les problémes issues de la séparation des variables sont des équations couplées par 
une méme valeur caractéristique une partie de ces propriétés se transmet aux fonctions de 
Mathieu modifiées, notamment la parité car elles est associés à deux solutions linéairement 
indépendante d'un méme probléme aux valeurs propres (méme caractéristique a(q) ou b(q). Ce qui 
donne les relations suivantes : 


fonction de Mathieu (modifiée) de première espèce paire fonction de Mathieu (modifiée) de deuxième espèce non périodique 
ce, (0,q) périodique xh fe, (0.q) non périodique impaire 
Je,(n.q) Ne,(m.q) paire 

fonction de Mathieu (modifiée) de première espèce impaire fonction de Mathieu (modifiée) de deuxième espèce non périodique 
se, (0,q) périodique E. ge, (0,q) non périodique paire 
Jo, (1.q) No,(n,q) impaire 


Parmi les conditions mathématique, la périodicité 27 des parties angulaires, la régularité et la 
finitude de toutes les solutions, sont des critéres qui jouent un róle crucial pour la fixation des 
valeurs admissibles de a, q et n. Toutefois les relations existantes sont toutes sauf intuitives. 


24 dnos 


[6 
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Pour fixer les idées prenons l'exemple suivant, que l'on développera également dans une autre 
section du document. Supposons que la configuration géométrique soit un cylindre de hauteur fini 
et de section elliptique et que les conditions aux limites soient homogénes sur la surface du 
cylindre, et non homogènes sur les sections haute et basse du cylindre. Alors la configuration 
géométrique elliptique fait que la solution recherchée doit être paire, et de période n soit : 
T(n.0.2)-T(n.-0.z) et T(n,0,z)=T(7,0+7,2), D'après les propriétés de périodicité, de 
parité et de symétrie dans le plan X,Y des fonctions de Mathieu périodiques angulaire, on peut en 
déduire le tableau synoptique suivant : 


Tableau synoptique des fonctions propres suivant la symétrie des conditions aux limites 


Propriétés de symétrie Symbole de Fonctions propres utilisées dans 
symétrie le cas d'un disque elliptique 
complet, creux ou plein 
f,4(8) Lutz et f,(0)= f; (-0) Y+, X+ ce,,(q,0) 
Jo(0)= f(x —-0) et f,(0)-—f,(-0) Y+,X- Senn (q0) 
JalO)=-fo-0) et f,(0)= f, (-0) Y-,X+ cenn (4,0) 
f4(8)-—f,(1-0) et f,(0)=-7,(-0) "Är Sern (q,0) 


Par exemple pour un problème aux limites avec une symétrie complète angulaire Y+,X+ (disque 
elliptique entier) alors la solution est à rechercher sous la forme d'une série de terme radiales et 


angulaire Je,, (1,9) ce, (1,4) avec une certaine multiplicité des valeurs propres du problème aux 
limites. Cette multiplicité peut provenir par exemple d'une condition imposée de Dirichlet à la 
surface donnant lieu à la résolution (numérique) d'une équation transcendantale : 


T(n,0,z 20 telque Je ,4)=0 sn ER 
g ss 4i S leg) et cela réduit d'autant la complexité initiale du 


développement en série qui contient une double multiplicité en n et en l. Trés précisément, la 

multiplicité compléte des valeurs propres du probléme aux limites est liée au respect d'une 

condition aux limites homogéne soit de Dirichlet ou de Neumann sur la surface du cylindre 

elliptique: 

" OT (n,0,z) 
on 


Supposons maintenant que la condition aux limites inhomogènes soit sur l'une des sections du 
cylindre (on peut toujours se ramener à ce problème grâce au principe de superposition). Et de plus 
on suppose que cette fonctions limite présente la symétrie angulaire Y+,X+ quelque soit le rayon n. 
Alors cela entraine une solution présentant la même symétrie Y+,X+ soit le choix des fonctions 
angulaire cez.(n,q). Le respect de l'homogénéité sur la surface induit donc un système d'équations 
transcendantes indépendantes concernant la partie radiale de la solution, soit : 


+ B T(n,0,z) =0 a=01 B=0, 


Hin 


a et? *BJe,Q.q)  =0 gan 1q 0 Let) *tBJe,G.q) =0 och G-A 
n n 


71710 Nikei? 
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Et les solutions des racines des équations transcendantes fixent les valeurs du paramétre q. Donc la 
multiplicité des fonctions propres est double : celle de l'indice paire 2n (n variant de O à ce) et celle 
des valeurs admissibles q;,,, racine de l'équation transcendante (m variant lui méme de 1 à ce). 
Dans ce cas la solution s'écrit donc sous la forme d'une série à double sommation : 
VA X 2 25m D 24 dom 
) A, ,,Cosh EM +B, ,Sinh mere 


T(n,0, z)- D D Jess KÉ m) Ce, (0, Qj. m c B c 


n=0 m-l 


Par la suite on substituera n ou Ÿ par la variable indistincte z, lorsque l'on évoque les propriétés 
générales des fonctions de Mathieu. 

La prise en compte de conditions mixte de Robin dans le systéme de coordonnées elliptiques, dont 
la résolution est autrement plus complexe, s'écrit sous la forme suivante : 


1 OT(n.q.z) 


" M CoshQn) - Cos26) CR *BT(q.z)  =0 


Neit 


Formulaires des fonctions de Mathieu et fonctions modifiées de Mathieu de première et 
deuxiéme espéces d'ordre entier 


Ce petit formulaire, probablement incomplet et pas forcément trés clair, n'évite pas l'étude de la 
théorie des fonctions de Mathieu dans les ouvrages de référence. Cette étude est inévitable avant 
d'envisager de calculer une quelconque solution d'un probléme aux limites impliquant ces 
fonctions. Au passage c'est exactement la méme situation pour les fonctions sphéroidales qui sont 
un peu de proches cousines. 


Pour les deux fonctions de Mathieu et Mathieu modifiées, il est important de représenter ces 
fonctions comme décomposition de fonctions sinusoidales et hyperboliques. Dans le cas de la 
fonction de Mathieu de premiére espéce, il s'agit effectivement de sa décomposition de Fourier et 
la correspondance dans la fonction radiale découle de la transformation de l'argument en son 
imaginaire: 


[—oo l=% 
ce, (z,q) = »3 AC" Cos(21 z) => Je,,(n,q)=ce, Lal = Kä AC? Cosh(21 z) 
1-0 1-0 


Jon {= 
Cen+1 (z, q) Ex SS AG t Cos((2/ * 1)z) > Jeu (z, q) = C€on4] (iz, q) = 5 ALi” Co sh((21 + 1)z) 
1-0 1-0 


sez, (z,q4)= Za 21 4 1)z) 5 Jos, (2,4) = -ise;, (iz. gl S atris +1)z) 
1=0 


[—oo 
Se»:2(z,4)= DT 21+2)z)= Jo,,2(z,q) =-ise,,2(iz,q)= S BE? Sinn((21 4 2)z) 
1-0 


Ce n'est pas facile de calculer ces coefficients, mais il existe des algorithmes pour estimer ces 
valeurs. Ces coefficients sont particuliérement important car ils servent justement à l'expression 
des intégrales définies sur l'intervalle des valeurs des coordonnées elliptiques. 
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Méthode de calcul des coefficients des fonctions de Mathieu angulaires d'ordre entier 


Une des méthodes utilisées pour calculer les coefficients de Fourier des fonctions de Mathieu 
angulaire consiste à diagonaliser une matrice NxN où N est l'approximation choisi pour le nombre 
de termes du développement de Fourier. Cette méthode consiste à mettre en équation linéaire les 
relations de récurrence entre les coefficients du développement de Fourier : on notera pour 
simplifier les coefficients de cette manière : 

Ag? > À, AAT > A Bo > By Bus > By; 


Caractéristiques | fonctions paires däs faut —4 fonctions impaires b,,,b,, — b 
aAo —qA, «0 
Coefficients A, Q, > 4 => (a 4)4; ERR 4 Ay)=0 
(a -Qjy n = "P + Ak 0 jeQ3..] 
(a —1)4, -q(4 + 43)=0 
(a -(25+1) n E "P + Aal 0 jel2..j 
(b 1B, q(Bs Bj)- 0 
l = (2j E Ir je. ja dB, + Bis )= 0 je DS A 
(b—4)B, -qB, =0 
(o -(2j«2y Yos = q(5.; ds Sak 0 jell2..j 
Sans démonstration le systéme de Diagonalisation présente la forme suivante pour les 4 séries de 


fonctions de Mathieu angulaires d'ordre entier. Pour les coefficients des fonctions angulaires 
paires : 


Coefficients ` Aaen, Qn > a | 


Coefficients Bun , bony © b> | 


Coefficients Bn , ac 


o Jq o o we luos [V24 l+q q 0 of 4 A 
dag» A, ugi "ën em] À A q 9 ER ER 
Aa T EE en A NL M 
0 q QD? ss] A A es oe ce q IAD? a |f Aora Ai 
0 jos e 4] i H d L] J 
1=0,1.. 
Pour les coefficients des fonctions angulaires impaires : 
4 q D ug a 0 | 25, | Gei [1-4 q 0 0 of B | | B, | 
q 16 q 0 ss zu EE: B, g H q0 B, B, 
wes xs Fed lee 2 
0O q (142) E By e 0 q QUE! | Baa By 
0 5 0 z 


l =0,,.. 
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Les différents systémes linéaires sont en théorie de dimension infinie, mais la méthode de 
résolution approchée consiste à limiter la taille des matrices, comme nous le disions NxN, selon 
divers scénario : 

- augmentation de la taille si la valeur approchée de la valeur propre caractéristique n'est 
suffisamment précise (sa variation obtenue entre deux tailles de matrice suffisamment faible) 

- fixer une taille suffisamment grande d'aprés une formule connue entre la taille et les divers 
paramétres du probléme : ordre entier et valeur de q. Les formules sont données notamment dans 
des ouvrages traitant des fonctions de Mathieu 


Ces différents systémes linéaires n'ont de solutions non triviales que lorsque les coefficients sont en 
réalité les vecteurs propres du systéme linéaire. C'est donc un probléme de diagonalisation de la 
matrice au membre gauche et de la recherche des valeurs propres et vecteurs propres 
correspondant. La valeur caractéristique a ou b est alors la valeur propre minimale trouvée, et les 
coefficients du développement de Fourier sont le vecteur propre correspondant à cette valeur 
propre minimale. Si l'on range les valeurs propres par ordre croissant, alors les vecteurs propres 
sont les coefficients de Fourier pour des ordres successivement croissant à partir de l'ordre 2n ou 
2n+1 choisi au départ (de deux en deux puisque l'on sépare les ordres paires des ordres impaires) 


Une fois trouvée les coefficients, il convient de les normaliser pour cadrer avec la norme établie des 
fonctions de Mathieu angulaires périodiques d'ordre entier, qui sont les suivantes : 


=] 1=0 


Lt (ce,, (z, y BETEN L e»p 1 le ot y Së gro} 
0 l 


1 2x 3 [oo 1 27 1= 
L fae Gens? -E Bgo] Le (es Jp} - eg] 
d 0 1-0 1 0 1-0 
2x 
fet ce», (2, M ce, (2 F fel z (se,,,1(2, ML S€5,42 (Z; P 
Normalisation choisie 2 = = =] 
T T m m 
{= Î=00 l= 1=00 
APN E Gg 3 a SP 21 e SEE e Yey = 
l=1 1-0 1-0 1-0 


Remarques : 


- la construction des solutions paires et impaires pour des ordres non entiers est un peu du méme 
cru, à ceci près que cette fois-ci il n'y a qu'un système linéaire à diagonaliser (voir plus loin dans ce 
document) 

- la construction des secondes solutions (qui sont non périodiques) pour les ordres entier est plus 
compliquée. 


Voici quelques autres formules utiles pour se lancer de le calcul des solutions des problémes aux 
limites en configuration elliptique. 
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Fonctions de Mathieu de première espèce (partie angulaire), cas q50 : 


Décomposition des fonctions de premiére espéce de Mathieu (partie angulaire) à l'aide des 
fonctions sinusoidales, série de Fourier : 


Ce, (2,4) = $ A9” Cos(21 z) Nombre caractéristique a», (q) 


[—o0 
COMTE y AS Cos((21 + 1)z) Nombre caractéristique da, (q) 


1-0 


Seil, dl AT (21 + 1)z) Nombre caractéristique b», (q) 


DEIER AE Y atri? sinl + 2)z) Nombre caractéristique b;,,,(q) 

1-0 
Dérivées des fonctions de premiére espéce de Mathieu (partie angulaire) à l'aide des fonctions 
Ge : 


Lee, (z, q)-- SE Zk (z, q)]- Xena $a Sin((21+1)z) 
pesa. q)l- X (21 - 1)8?" Cos((21 -1)z) pesa. q)l- 7 (21+ 2)88?? Cos((21 - 2)z) 


M Ke en 0 et Pi/2 des fonctions de V EE p premiére espéce : 


l=% d c l=% : l=% x c 
Ce, (0, q) ES 2 AS CE, b H q) = D. GI AS i Cu (0, q) = 5 Ax : CC e H q) = 0 
1-0 1-0 


1-0 
T V 1 pQn«l) T 
$e,,,4(0,4) = 0 Sen 9) = > (D) By $e5,,5(0,4) = 0 CITE Sui -0 
1-0 


Valeurs particulières des dérivées premières en 0 et Pi/2 des fonctions de Mathieu angulaires de 


premiére espéce : 
l=% 


d d mT d d mT n 
x ees (0,9)1=0 lee, (Do ]=0 kel Leena E.) |-- (21 - 1-7 AG 


1-0 


d l=% m d c 
ES DOE q)] = z (21 F 1) Ji, ? ES Ls E , 2 = 


d + d = n+ 
T Pemo (0, q)- > (1 T 2)8 77 ? AL Got: = (21 + 2X- 1) BGS à 


Iz 1-0 
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Propriétés de parité, de périodicité, de translation des fonctions de Mathieu de premiére espéce 
(partie angulaire), cas q>0 


Periodicité 27 

ce,(z+27,q)=ce,(z,q) se,(z-27,q) - se,(z,q) 

Periodicité z 

ce, (z * 7,q) 7 ce, (z, q) © ce, (z 7,0) » ce, (Z-7,q)=ce,, (t —2,q) ce, (z, q) = Symétrie Y + 

Seona (Z +7,4) = S6,,,(2,q) €» Se, (2 * 7,4) = 56,,,,(2 -7,q)= -827,12 (T — z,q) = 565,52, q) => Symétrie Y — 
Anti — Periodicité x 

Cern (Z * 7,4) 7 —c6,, 2,4) €» ce (Z 7,4) 2 ce, (27,4) = Cerna 00 7 7,4) = —-ce,,,,(z,q) = Symétrie Y — 


Seona (Z t 7,4) 7 —96,,4(2,q) €» Seona (Z 7,4) = 56,,4(z 2,4) = -Sena (T-Z, q) ^ —565,,4(2,4) = Symétrie Y + 
Parité 


ce, (—z,q) = ce, (z, q) = Symétrie X + 
se, (—z,q) 7» —se,(z, q) = Symétrie X — 


Translation n,m / 2 


ce, (z-z,q)-(-l1)'ece,(z,q) se,(z*7.,q4)- (-D'se,(z.q) 

T T T T 
ce,(z- —,q) - (-D'ce,(—-z, se,4(z*—,4)-—(-l1) se, (~-z, 
„(Z 22), (-1) 2m z,q) se,4( 2 (-1) Ke z,q) 


ce (z-mz,q)-(-l'ee(mz-z,q) se,(z+mx,q)=-se,(mxr-z,q) 
Fonctions de Mathieu de première espèce (partie angulaire), cas q<0 : 
n T n T 
ce, (2,74) = (-1)' ce, p —Z,q C65, (2:79) = C- 1) 565,4 2 —Z,q 
n T n T 
Sez, (2—4) = (-1) cenl Z wt 4) $€5,,5(2,74) = (71) SE —Z, 4) 
Fonctions de Mathieu de deuxième espèce (partie angulaire), cas q<0 : 
n+l T n T 
fex, (z0) X (-1) EH Jeana (Z270) = (-1) ses (5-2 4) 


n T n T 
Zen (274) = CD len| Z- Z, 4) 8€5,,3(7,74) = C1) gema Z- Z, 4) 
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Changement de signe dans les coefficients du développement de Fourier : 


n n n n-l n 
AS? — AS" (q) AS" (-q) = (1) AZ" (q) 

n n n n-l n 
Aja > Asa (Q) Aj 7a) - LU BE (a) 
pon» pon» BE" E = (- 1)" 4g» 

xa O Baa (4) 34 (74)- a (a) 
Bis Ba 4) (BRP CD = BRA 


Ce qui donne pour les développements en série des fonctions de Mathieu de première espèce de 


paramètre q>0: 
1= 


ce, (z,-g)=(-1)" KS 1) A%Cos(21z)  ce,,,.(z,-g)=(-1)" © (- 1) 82"*)Cos((21+1)z) 
0 


8 


~ 


~ 
~ 
© 


8 
T 
8 


~ 


l 


Fonctions modifiées de Mathieu de première espèce (partie radiale), cas q>0 : 


Sen (z0) = CI P CY) AS Sin(2+1)z) — 56,79 = (1) $C 1) Bi" Sin((21 + 2)2) 


© 
~ 
Il 
© 


Fonctions modifiées de Mathieu de première espèce 


Autres notations Je,, = Ce,,„, Jez, © Ce,,,,J0,,, © Aën J05,,, «X9 865,» 


Parité 
Je,(-z,q)=Je,(z,q) Jo,(-z,q) = —Jo,(z.q) 


Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de premiére espéce (partie radiale) à l'aide des 
fonctions hyperboliques : 


l=% 
Je, (z,q) * ce, (i z,q)= b» AC? Cosh(21z) Nombre caractéristique a,,(q) 


1-0 


1—oo 
Je,,47,d) = cez, (i 2,4) = X A" Cosh((21--1)z) Nombre caractéristique d... (q) 


1-0 


l=% 
Josa dl se,,4, (6 z,q) 9 >. BE" Sinh((21 + 1)z) Nombre caractéristique b,,.,(q) 


1-0 


l=% 
Jo,,,,(2,q)=i5e,..,(47,4q)= > BO? Sinh((21 + 2)z) Nombre caractéristique b,,.,(q) 


1-0 
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Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de premiére espéce (partie radiale) à l'aide des 
fonctions de Bessel J : 


cer, (0, » . 
Je, (2.q) - 2325 > Jy (2ÿaSinh(2)) 


C€5,44 (0, n ; 
Jen (2:9) = Ed con (21+ DAG Jar Del Sinh(2)) 


Sau (0, 2), 
Jona (z, q)- Jose en Da (2a Sinh(z)) 
OSezn42 (0, q) 


Oz 
qB"? 


In 


GE (21+ 2)8"72 7. A 2A qSinh(z)) 


Jos,.2 (2.4) = 


Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de premiére espéce (partie radiale) à l'aide des 
fonctions de Bessel J : 


Jes 4) = nes 2x y Ag" Joa Cosh(2) 


den (2. 4), 
Jez G.q) = Te X D A Jaja (a Cosh) 
1 


Sern (7/2,q) | 
ED Toi CD (UBLI, (fa Cosh(z) 


OSezn42 (z/2.q) 


l=% 
deelt äisen — anh) D (CY (21428587 Jua Cf Coh) 
2 


1-0 
Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de premiére espéce (partie radiale) à l'aide de 
produits de fonctions de Bessel J : 


Je,,(z,q) E ce,, (0, q)ce;, (5/2, q)N xt IN AUD E Jqe™)J Jae) 


Jo», (z, q) = 


La 
ce, (0 DEE Ge 
Je, (zd) =- Ta ic» Agr Un faena fae) At dëe "MA ae) 
: 


se, (0, q) 
seu (7/2,q ) A t — 
Jonas d) 2m >e D Ber" UC SII a NIE) -Ia VIOI ANSTA) 
JalBe) 
Ôse,,,:(0,q) Ôse,,,,(x/2,q) E 
Jos sz. q) e 7 D GEI 6 — s C Bess daerf dëet- Aa däer" MA eeh 
qi25 


1-0 
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Fonctions modifiées de Mathieu de deuxième espèce (partie radiale), cas q50 : 


Fonctions modifiées de Mathieu de deuxiéme espéce 


Autres notations Fey,, €» Ne,,, Fe, © Ne,,.,,Gey,,., €? No,,,,, G€y,,,, €? No, 
Parité 


Ne,(-z,q) - Ne,(z,q)  No,(-z,q) - -No,(z,q) 
Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de deuxiéme espéce (partie radiale) à l'aide des 
fonctions de Bessel Y (aussi notées Bessel N pour Neumann) : 


ce, (0, - 
Ne, (z,q) - E: Y, (24 qSinh(z)) 


Cesna (0, ` m 
Ne, 42.4) - P SE (21 + 1) WM "r sia QA aSinh(z)) 
1 


1-0 
GC (0, q) 


l= 
Nos (os) = rats D BE Yaa ONISE) 


Ose,,,2(0,q) 


[—oo 
Nos, (z,q) = E — Coth(z) (21 + 2)8277? Y, QA aSinh(z)) 
qD: 1-0 
Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de deuxiéme espéce (partie radiale) à l'aide des 
fonctions de Bessel Y (aussi notées Bessel N pour Neumann) : 


Ne, (z,q)= D z De 1) ACY, ( 2,/qCosh(z)) 


Oce;, (z/2 H q) 


1—oo 


Nea(2:q)=- Tram CD AR Y,,, (24 qCosh(z)) 


1-0 


Sez (7/2, V T 
No,,:(2:9) = EE *-1)89"?y, (24 qCosh(z)) 
1 


1-0 
ees (x/2 H q) 2 
Nos, a4) = -— ies Tanh E)Z CD (21+ 2)8575,, Qf qCoshia) 
2 


1-0 
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Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de deuxième espèce (partie radiale) à l'aide de 
produits de fonctions de Bessel J et Y (aussi notées Bessel N pour Neumann) : 


Ne, (2,9) = 20 FE 2:0 S Cay AG" JC fae Y Cae) 


0ce, (z/2 H q) 


Ceant (0, q) l=% 
Ne, (2,4) =- — æ S Cn gms Jae alae) (ae (ae) 
Jala! " d 1=0 
se ei, oi Sema) 
No, (29) = 6 — Ny Cay Ber" (ae), Cae) Jae N, ae] 


Ja (pe y E 


Ôse,,,2 (0, q) Osea (z/2,q) , 


o, (2,d) = -— 2 Gg S Cn st de" däer) A4 SIE) 
KSE 1-0 


Important pour les fonctions Radiales le, lo, Ke, Ko: tous les membres droits des formules sont 
calculés avec la valeur absolue du paramétre q ou ce qui est équivalent -q, car q est censé étre 
négatif. Aprés vérification sur l'article de 2008 de J.C.Guttierez « Theory and numerical analysis of 
the Mathieu functions », et les formules du NIST « Handbook of Mathematical Functions, Chapter 
28, Mathieu Functions and Hill's Equation, formules 28.24.6 à 28.24.13» et moyennant une 
constante de proportionnalité entre les deux sources J.C.Guttierez et NIST, il convient bien de 
travailler avec les valeurs absolue de « q ». Le comportement des fonctions le, lo et Ke, Ko est alors 
similaires à celui des fonctions Bessel I et K, soit monotone décroissant ou croissant, perdant ainsi 
leur caractére oscillatoire, contrairement aux fonction Je, Jo et Ne, No qui se comporte de maniére 
similaire à Bessel J et Y (ou N en notation Neumann). Les formules sont tirés de l'article de 
J.C.Guttierez « Theory and numerical analysis of the Mathieu functions ». 


Fonctions modifiées de Mathieu de première espèce (partie radiale), cas q«O : 


Fonctions modifiées de Mathieu de première espèce, cas q < 0 


Autres notations le,, €» Je, Gallen © Jez .(7q4).10,,., €» Jo,,..(-9),10,,,, €» J0,,., (^q) 


Parité Ie,(-z,-4) = le,(z.-q) Io,( Z, q)= lo, (Z, q) 


Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de première espèce (partie radiale) à l'aide des 
fonctions hyperboliques : 


i= 
lens) = (Jen 2415 Wl 1} X (-1y A8? Cosn(21 z) 


]—o0 
lea) = CI dere - CO EI B8 eer 
1-0 
]—o0 
WEE CI Jenat il CO BC arisen De) 
1-0 
l=% 
losa) 7 CD fosa: zu DV Cay BED Sinh((21 + 2)z) 


T 
o 
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Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de premiére espéce (partie radiale) à l'aide des 
fonctions de Bessel I : 


Ce», 
lez, (z, q) = ( D^ on 


29r, Q]|a|Sinh(z)) 


Sen Gr/2, E NOUO 


Jap T 


Iej,46. q)-7( D” 


T 


=0 


lorna (z0) = C" — 0 Y A Lus falsi) 
Jaah ia 

lomaa — E cf (21+ 2)? aa O flasin) 
q|P?) 


Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de premiére espéce (partie radiale) à l'aide des 
fonctions de Bessel I : 


€" On 
Ies, (2,-9) = (- Ê m 


PEAR 
ley, (2,7) = (1) SÉ Zu D BGE Lra Qua CoshG» 
1 = 


e 0, = , 
Ios (2,74) = C1" T  Tanh(z) D CD QI DALA Dra (2MalCosh(2) 
del affer? m 


1054145 (z, q) = ( 1)” D 88 Tanh(z)* co» (21 + 2B bu (2 fla|Cosh(2)) 
2 1-0 


Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de première espèce (partie radiale) à l'aide de 
produits de fonctions de Bessel I : 


P Cern 


Iez, (2,74) = (CD 1 a} 
0 


flae lale 


Ja) l 
Mato Y 2 y atr Vale Male) a Jae dai due) 
1 m 


QD — —d— — Les 
ech 2f y agr Vale ont Je) lale x Jae ) 
1 = 


l=% 
Loyn+2 (2-9) = CD" er | TEM > y ater Vale 22 Vale”) at Male» aie) 
qA2» 1-0 


Iej,46. q) -( D” 


10,54 (2; q)-7( D” 
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Fonctions modifiées de Mathieu de deuxième espèce (partie radiale), cas q«O : 


Fonctions modifiées de Mathieu de deuxième espèce, cas q < 0 


Autres notations Ke,, «€» Fek,, (—q), Ke,,., €» Fek, 4 (—-q), Ko»,  Gek,,..(-q),Ko,,., «9 Gek,,.,(-q) 
Parité Ke,(—-z,q) - Ke,(z,q) Ko,(-z,q)=-Ko,(z,q) 


Relations entre les fonctions modifiées de Mathieu de deuxiéme espéce (partie radiale) : 


VIA 
Ke,,(z, —q)= (- Ir Ke,, (z, g+i 2) Ke; (z, q)- (- Ir Ke, (z— i5) 
VIA T 
Ke,,4(2,74) = (- Ir Ko, (z,q +i 5) Ke,,4 0.4) 7 (- 1)" K0,,:(z— by 4) 
VIA S7 
Ko;,,(7,74) = (- II Ke, 4 (zq +i z Ko,,,4(2,q) = (- 1)" Ke,,:1(Z —i PE 74) 


n+ T n+ . 
K0o,,,50025,74) = (- 1) ' Kos, o (2,4 *I p Ko,,,,(2,q) = (- 1) Ee (z-i ER 


Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de deuxiéme espéce (partie radiale) à l'aide des 
fonctions de Bessel K : 


Cern 


Ke, (z,-q) - C1" n > medi Sinh(z)) 
"m 


e (2n+1) l 
Ke, (2,74) s fine "coii GC Die Kar (2 jlaļSinh e) 


m 


Ko5,4(2,74) - ( De © Ar. (2 flSin) 


z faae pars 2141 


Koi) - CD TE I8 Con) 21«2)8 55? Kara Q asini) 
2 


Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de deuxiéme espéce (partie radiale) à l'aide des 
fonctions de Bessel K: 


]—oo 
KEE 2 la|coshG) 


( ) ( p Ce», 
Ke novam 
2 (Qo 


Ke3,4.-4) = CD” STET JA 1) BE DK (Qu ja|Cosh()) 
a NIIS 1-0 


ce LES 
Kos, 74) = C1)" = Tanh(z)9 (0 (1 TECH 
z fa 4 1=0 


E EE Î=00 
Kos (2-0) = CD" EE Tanh(z)3 C ENEE TE 
2 1-0 
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Décomposition des fonctions modifiées de Mathieu de deuxiéme espéce (partie radiale) à l'aide de 
produits de fonctions de Bessel | et K : 


Key, (5-9) = (cy en Dens GP, AS nua e7)K ge? 
is 


EID 


8se5, 4. |qp ye 

GK gerer coe, nao iae ae) 
z alo — 
cern G/2, |a] - 


ce», 4 (0. à E ne 
«len 2 Ag [ue afe nae fie) 
1 = 


l=% 
Kona - (1) ——& & Y ati (rfe clle 1. iei le) 
1-0 


zala?) 


Kez, (Z, q) -( 1) 


Koz,41 (Z, q)-7( D^ 


Dérivées des fonctions modifiées de Mathieu de première espèce (partie radiale), cas q50 : 


Par dérivation des formules : 


Je, (2,4) - en S yen, (2 fasinh(z) 


E m 
Cern (0,q) NS (2n) : 
Jea (z) = RE Coth(z)$ (21 +1)AR Jaa lg Sinh(z)) 
Ja A 1-0 
6se;, (0, q) 2 
Jos, (2.4) - E BRP Jya fini) 
0se;,, 5 (0, q) - 
Jo, (2,4) = ee Coth(2)5 (21  2)89"7? J,a (2 fa Sinh(z)) 
2 1-0 


et avec l'aide de la formule de la od des fonctions de Bessel, on obtient : 


d Jes E CD y Cos) 5 AG, C2 asino) -Jarl 24 aSinh(y) 


p y 
ce, (1/2,q) 
d des ag. S n 
ll E Sinh) C9! AP Us (2 Cosh o) - (24 Cosh(2)) 
1 1-0 
ôse, nai (0, q) 
d Jo, 4 (Z. = ys : ; 
e L p o Cosh(z) 8 y (21+ 1)8 8" (J, (Q2. fg Sinh (2) - 2. (Qa Sinh(z))) 
1 1-0 
ôse,,.:(7/2,q) 
dB, ED & Sr [+ (21+ 2)Sink (2) (2/4 Cosh(2))+ 
dz B"? JqCosh(z) & "* (4 l-(21+2)Sinh cobru s fa Cosn(z) 
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Dérivées des fonctions modifiées de Mathieu de deuxième espèce (partie radiale), cas q50 : 


A l'aide des formules : 


Ne, (2,4) = DEL ON Cy API SEN ge) 


Eer 
ce, (0 peaa) P 
Ne, (2,4) =- 0 S D AÈ SE aS At de" 4 en 
Jala! ) 1=0 
No, 4.4) 6 — Ny Cay Ber" Mae y, Cae) Jae N, ae] 


Ja (pe y E 


dee, (Lal ee, ,(/2,q) 


No,,,005,4) ^ — 2 Gg Y cy aem Jae Y, de yd Jae, Jae) 
d: 1=0 

et par dérivation terme à terme on obtient : 
d'Ne,, (z, q) EE 

dz 
ce; (0, q)ce;, (1/2,q) S5 á T iz à 5 o 2 

= Le BON Cay Ag (fae de Sge- aert dee aC ae) 
0 1-0 

d Ne, (z, q) =. 

dz 

Ôce,,1(7/2,q) 


EE OE S e Jae "WA dert ae Yi Gë 


dan & "TT bonn lae ae)-J, (ae. (ae) 
d Nos, (2,4) SE 
d Nou (n) 
Ose,,:1(0,q) 
EE WE Vae (ge) + At hae a 2 


Vale} " Lorena /ae Cae) At ae) (ae) 


d No,,.,(z,q) ` 
dz 
ML LM At de" ae) Cosh(22)7,, Cf qe Y, C ae") 
29 A FA l+1 p(2n+2) 
= Ge 1) B + (4 + 4) l + 1 z -=z z -=z -=Z Z 
(es | 1=0 x ce Ji Vae DA Jae Ire A Jae DAN Jae 
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A l'aide de toutes les formules suivantes de dérivation 


1,(2)- PU Ota) L'(G-1,4()- a (2) 
K,'()- zh ()-K,u(2 Ets Eat: Sa (2) 


CH, 


+); OR de cu 


1,4) - 1,(2)- 
Lu a a Ət hallae) et 1; die E LGlale)* naG]lale) 
Nes 

Ki" (al) = -Kra (lale) - des EE kde) et Kia Ge) -Kri fiale)- e E 
Ky'Qale s Kifa) - Kia Gale 

Kia (alé = Ki e A kaufe) Kia lae = Sadler), us leen 


Vide 
Dodde =ne) SSES Gale) Tafa) = tefal) - Tue WS 


K,,,1(2) 


On obtient les fonctions dérivées des Radiales le, lo, Ke et Ko, dans ce qui suit . 


Dérivées des fonctions modifiées de Mathieu de deuxième espèce (partie radiale), cas q<0 : 


A partir de ces formules : 


n C€2n 
Ke;, (z, q) = ( 1) 
der 


ele; Gale") 


Kez, 0.74) = (-1 


Ja) — — Le 
eet ni lof fee site iin) 
1 B 


) 
441) — —d— Lee 
ef së (r, «aea ie nale oue) 


à, co 
Kos (2,-g) = tr — & 2e Deer fae sc fide 1s fires ale) 


e (aem) — 


Kos, (2—0) =(-D"* 
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et en dérivant terme à terme on obtient : 


d 
— Key, (z,-q) = 
dz €2n (z q) 


n4] C€2n (0. lg|)ce»;, 
Lef À 


d 
dz Ke), (z.-q) = 


5 Lä re iae a ale Malena leche) 


=(-1) 


s ( jj 


2 falsi col oe), V a à 


) 
qi) ——— — Le 
ez pO 
j 2 i a ui 


Jalla) E 


d 
dz Ko», (z.-q) e? 


p 
E Seon (0/2, ap — "a - 71 2 faces o iae s ile na le tbe 
Alan Go "7 onde zue, le" nale kde) 
£ Kosz (z,—q) c 
0565,50. |d) 05e2,, 56/2. | — LGlale lale) CosnQ 2) Gale Kia Clale^) 


SS n Oz Oz (2n42) 
D (oer DE Ge Ag nien cene 
q 


Dérivées des fonctions modifiées de Mathieu de première espèce (partie radiale), cas q<0 : 


A partir des formules : 


0, 
les (2-9) = Cy t ir em 


aen lae» 


21 


: Sen 07/2, la D} — Ben my 


Ie, (4) = (D) oe. PX y agencies fale nahen) 
q 


ÔCEyn4 (x/2 E lap n 


Ee Ferne eain tari 
Mene y x D A (le Mra Ghale )- La (lle unl) 


Os€5,,5 (0, lap 0565.2 (z/2 ? la) m 


105,45 (2,7q) = (-)"" ez | Gear" Si y C? (relies e ile - ns fie ae) 
le eh 


loj, (2, q)-7( D 
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et en dérivant terme à terme, on xj S 


£ kenep = CD" 2 Lech gjirin- Je, dee ie) 
0 
£ lesa (7,74) = 
sti O a Soye 2 faste e fde n faea) 
21+1 
aee y e orl aler leon«laeo- nolaeao]lde d 
losa d) = 
y Pe SE y rao flent e tiae ele otl) 
l+ 
Jda Y "m eler, die) 3 de rafale) 


d 
— lo z,-q)- 
dz 22420 q) 


j D [CD 9e) 
ET EE o NS (Chadha ae- n lae Made") 


(pe? F Hp], Gi - TR - d 
+ Ok nehe Hra ae) + eaae lale» 


Formules équivalentes de NIST « Handbook of Mathematical Functions, Mathieu and Hill's 
Equation », développement en fonction de Bessel et en produit de fonctions de Bessel 


Les développements en produit de fonctions de Bessel, sont les expressions les plus pratiques pour 
les diverses fonctions radiales, car ils convergent rapidement avec un nombre de terme limité. 
L'ouvrage NIST « Handbook of Mathematical Functios, Mathieu and Hill's Equation » ainsi que la 
section de M.Abramovitz et I.A.Stegun «Handbook of Mathematical Functions a Chapitre 20 dédié 
aux fonctions de Mathieu, introduisent les fonctions radiales de Mathieu Mc et Ms, à partir 
desquelles on définit les fonctions radiales Je, Jo, Ne, No moyennant un coefficient de 
proportionnalité. Les formules reportées dans M.Abramovitz et l.A.Stegun sont alors les mêmes 
que pour J.C.Gutierrez : 
ces, (0, 4) tran) i 

Ja AQ : Mel), (z,q) 
0s€5,,5 (0.4) 0565,45 (x/2,q) 


Mel (z, q) J05,12 (z, q)= ( jy E qB"? E Mel. (z, q) 
2 


bé (o g) em (r/2.9) 
2n+1 T 3 2 Mch) (z,q) 
q Al n+ n 


ores (0.0) so, ei? q) 05e», 2 (0.4) ôse,.2(7/2,q) 

n+ H 

Non (2:9)= 1)" = Ja Bp» Mel, (z. q) N05,,45 (z. q)- ( de E Bag & ME, (z. q) 
1 2 


n n 0, n ER n 
de (eg) (y ltr 2: ues) js ge Cry 
0 


se», (0, q) 
Jo», (z.4) z ( 1)" ez 


Sern (7/2,q) 


Jap 


0, 2 n+ 
EEN 
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Voici les formules des 4 types de fonctions radiales Mc et Ms, à l'instar des quatre types de fonction 
de Bessel J, Y (ou N), H1 et H2 ( ici dans le développement en produit de fonctions de Bessel, l'indice 
s peut-étre choisi quelconque pour le coefficient de Fourier, la valeur optimale pour la convergence 
correspondant à la valeur maximum du coefficient de Fourier) : 

j-X234. c ()- 7,6). c) Kl N 9) E Ae.) eG) o n) 7, ()- m, (9) 


j -1 ý V n j n 
Mc) (z,q)= oa 1) 42 "elle facosie))- - A j 32,4 ^c Doda Sinh(z)) 


$ 
ge dai e McUX z,q)- Be? 1) ! Ag, (a e do (ge t ge ctt ge) 


S | Masa? 


() Got (LI (- ye Coth(z) N^ S Qn) 
Meya (24)= c 3 D' Ac) cQ dree) Meya (c.4)7 Eat: Q1 «1457 cQ) basim) 
Oz 
y Ton 
vi Ma [AQ > l >0) Me) ( (z ,q)= cr 2C D ee G-A ge^ jc. qe n EN qe” ce ge) 
Zeil 
Ms) (z,4)= c s De HS, D'( (21: sg ct). (a facosh(z)) Mel, q)= Cw 5 2: Y strict. LaSink(z)) 
Ose5, (0,4) q ET EN (x/2,q) 1-0 
Oz 
y Jm 
s/ Max a? 4120) msy) ( (z DE C x D (eenz, | qe” ko. ge ]- All zez xe qe ) 
Bx 1-0 
; — UD Tanh(z)N i ! Coth(z y 
Ba ood 2 1)/ (21: 282200) (Va Cosh(z)) Ms) (z,q)- ES (21+2 jeg? c( o fg Sinh(z)) 
Oz 
y l=% 
s/Max|a9”],1=0) Mel. dh 26 y sëch, (ge). | A ae cae) 


2s42  1=0 
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Par extension pour les fonctions radiales le, lo, Ke et Ko, en substituant les fonctions de Bessel I et K 
et en unifiant les expressions telles que données dans M.Abramovitz l.A.Stegun ou le NIST 
Handbook « Mathieu and Hill's equation », il vient : 
.=2 sis=0 
jar pero seh D o» 
£,-l sisz0 


1 1=0 


3 ( ie n ll -q)- zo sb Haat Sinh(z y) 
1-0 


ce;,(0. ll 


Mila: 


Cern ( 


120) cle s 2 C amb f m eje Me kie 


d 1 E . -1y co) | 
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Comme toujours l'indice s est po oo pour le coefficient de Fourier, la valeur optimale 
pour la convergence correspondant à la valeur maximum du coefficient de Fourier. En prenant 
DC O, il ds 
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Et l'on retrouve les formules de J.C.Guttierez, avec les coefficients de proportionnalité suivant : 
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Bien évidemment pour retrouver les formules de J.C.Guttierrez, il vient : 
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Les dérivées premières des fonctions Mc et Ms s'écrivent : 
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Les séries des dérivées premiéres en produits de fonctions de Bessel sont les suivantes : 
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Pour ce qui est des dérivées premiéres des fonctions radiales le, lo, Ke et Ko, il vient : 
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Les dérivées premiéres des fonctions Mc et Ms Tilde sont les suivantes : 
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Et les dérivées premières pour les séries de produits de fonction de Bessel donnent : 
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Relation d'orthogonalité unidimensionnelle des fonctions de Mathieu 


Qui dit possibilité de développement en série de fonction de Mathieu (une série de Fourier de 
généralisée), pose la question de l'orthogonalité des fonctions de Mathieu qui légitime en quelque 
sorte ce développement, et qui est le fondement de la résolution de tous les problémes de Sturm- 
Liouville. La seconde question tout aussi importante est le mode de calcul des normes et des 
intégrales définies. 


Les fonctions de Mathieu possède plusieurs propriétés d'orthogonalité. Tout d'abord 
l'orthogonalité des fonctions périodiques d'indice entier est établit , en prenant deux solutions 
indépendantes de l'équation de Mathieu pour une même valeur de q comme suit : 
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Pour établir le résultat supplémentaire d'orthogonalité entre les fonctions paires et impaires sur un 
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Le calcul des normes des fonctions propres de Mathieu se fait à partir de la décomposition en série 
de Fourier des fonctions de Mathieu: 
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On peut établir une relation similaire d'orthogonalité sur les fonctions de Mathieu d'ordre 
rationnel. Dans ce cas en réduisant l'ordre fractionnel à sa représentation irréductible v-p/s, la 
période des fonctions de Mathieu est As Les relations d'orthogonalité s'écrivent sous la forme : 
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n 2. 
v-— u--— sminimum de s,s' 
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Je Je Kë 
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0 0 


Relation d'orthogonalité bidimensionnelle des fonctions de Mathieu 


La deuxième relation d'orthogonalité des fonctions de Mathieu est une relation bidimensionnelle 
couplée entre les solutions provenant de la séparation des variables d'une équation aux dérivées 
partielles (typiquement une équation de diffusion, une équation de Laplace, une équation de 
propagation), soit l'équation de Mathieu (partie angulaire) et l'équation de Mathieu modifiée 
(partie radiale). Si nous reprenons l'exemple de l'équation de Laplace en coordonnées elliptiques 
cylindriques à trois dimensions (cas a:<0, conditions aux limites inhomogènes en z, conduisant à 
exclure les fonctions sinusoïdales, au profit de fonctions hyperboliques): 
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ou bien encore dans la séparation de l'équation de diffusion (solution uniformément nulle lorsque le temps 
est infini): 
T(n,0,1) -U(n,0)D() 


0"U(.0) | Um, gi 
eq? 00? 
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Q"(0)-- (A —2q Cos(20))G(0) 20 équation de Mathieu 
R''(n)-(2-2g Cosh(2n))R(n)=0 équation de Mathieu modifiée 
On parvient à la formalisation d'une équation de Helmholtz dont les conditions aux limites 
homogénes peuvent se traduire par une condition plus générale de Robin pour laquelle le 
paramétre a est susceptible de dépendre de l'angle : 

a 8U(n,0) 
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Plus communément on se restreint aux cas Dirichlet ou Neumann a =0,1 œ+B=1 


+ B LL =0 


Nk 


Cette condition devant étre respectée, conduit à l'établissement d'une multiplicité de solutions 
caractérisées par un double indice de paramètre q : qnm et par conséquent à une multiplicité de 
caractéristique a(qnm). 
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On peut résumer la situation en choisissant deux solutions quelconques d'indice n,m et p,r 
différent: 
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Le terme en n=0: t eet y sanaj 2-09) s'annule en n=0 puisque: 
- ôn | ôn Mes 
Si U,, (1,0) — Je,(n. qd, , )ce,(0.lq|, n) 
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OU, , (1.0) oU (7,0) 
Up 0,8) g Una 00) e 
Jo, (Jo...) €Jo, (1.|d| . .) 
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Pour une raison trés simple. Lorsque l'on utilise la fonction "n^, la fonction est paire mais 
par construction sa dérivée est impaire (développement uniquement de fonctions sinus 


hyperbolique) donc s'annule en n=0. Et lorsque l'on utilise la fonction Joe, elle est 


directement impaire et s'annule en 0 n=0. Ce qui valide la disparition du terme en n=0. 


En revanche les normes en double intégration servent au calcul des solutions des problémes aux 
limites homogéne en angle avec soit des conditions initiales (régime transitoire de l'équation de la 
chaleur) soit des conditions aux limites inhomogénes dépendantes des deux variables n, : 


Si U, (1.0) = Je, Gal, cen Old, p) on Jo, Gd], „) se, Odl, n) 
no 2z 
[ dn [ d0 (Cosh(25) - Cos(20)) Je," (.|d|, ,,) ce,” (0. a, ,.) +0 
0 0 
no 2z 
dun) se, Ed, m) #0 


Í dn | d8 (Cosh(25) — Cos(20)) Jo, (n. 
0 0 
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Notamment lorsque l'on prend en compte une condition initiale (équation de diffusion). Dans ce 
cas il vient un développement en série de la forme (f étant la fonction initiale) : 


+00 +00 


U,,(n,0)= Je, n. d], ee, (9. ||, Ion Jo, (n. |q|, „) se, (9. aq], ,.) => f(n,0)= > 5 B, nU,n (7,0) 
n=0 m-1 
U, (1.0) Je, (||, „) ce, (9. |a, ,.) 
no 27 
[an [a0 f(n.0) (Cosh(2n)- Cos(20)) Je, (n.|a|, „) ce, (.|d], n) 
B : m 2m 
[4n Tag (CoshQm) - Cos(20)) Je," lal, „) ce, (9. |a], ,.) 
0 0 
D n (7,0) = Jo, (7, q nm) se, (9, q nm) 
no 27 
[4n [40 fín, 0) (Cosh(2m)- Cos(20)) Jo, (r.a, „) se, (9. d], ,.) 
«AB : SC 2x 
f dn [40 (Cosh(2m)-Cos(26)) Jo, (n. a|, „) se, 9. a], „) 
0 0 


Il est évident que pour un probléme sur un cylindre creux de sections elliptiques, la méme relation 
d'orthogonalité bidimensionnellle est acquise. Il suffit ici de faire jouer dans le caclul précédent les 
deux conditions homogéne de Robin sur la face interne et externe. Il vient donc : 
a oU(n,0 a oU(n,0 
- 1 : (n ) ; B U(m,0)=0 : 2 = (n ) 
[Cosh (m)- Cos (0) on DË? [Cosh (n )-Cos (0) on DË? 


+ f U(n,,0)-0 


M 2x 


=> f dn [ d0 (Cosh(25)- Cos(20))U, fr. OH, (n.0)- 0. si |a, „ cl. 


M 0 
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Évaluation de certaines intégrales des fonctions de Mathieu angulaires et radiales à partir de 
leur décomposition, intégrales intervenant dans des problémes aux limites de l'équation de 
Laplace 


Nous voyons donc que dans les problémes aux limites interviennent des intégrales 
bidimensionnelles : 


To 2x 
[an [a0 f(n,0) (Cosh(2m) - Cos(20)) Je, (1. |d|, „) ce, (9. a], ,.) 
B 0 0 
n,m no 2x 
[4n [40 (Cosh(27)- Cos(26)) Je, mal, Jee, Odl, n) 
0 0 
ou 
Kä 2n 
[an [40 f(n,0) (Cosh(2m)- Cos(20)) Jo, (n. |, „) se, 8. d], ) 
B, z : No | 2x 
f dn f dÉ (Cosh2n)-Cos(20)) Jo," (n. |a|, ..) se, (9. a], .) 
0 0 


On évalue les intégrales des normes des fonctions propres en n comme suit : 


2 
Jee (o. «J^ 


No 2x 
,,]- fan [46 Cos(26) Je, hn, 
0 0 


in MIL Je (s. 
0 


No 2x 
Ij, [dn f d0 (Cosh(2n)- Cos(20)) Je, s. 
0 0 


q q 


2 
„jce, Q ME 


M | fuo Cos(20) ce (9, 


2 
n,m ) ce, (o. 


m" | foo ce, D 
0 


q q q 


z fan fao Cosh(2n) Je n. d 
0 0 


q 


q q 


z fan Cosh(2n) Je, (y. ` 
0 


J 


y aM, = sl), con E ee». ) voir notation 

et 
"lo 27 

I5, = [dn [46 (Cosh(2m)- Cos(26)) Jo, lnla, Jee "al. )= 
0 0 


Am 


2x 
" | f d0 Cos(20) se, (9. 
0 


Ld se," (9, 


No 2m un 2x 
= Í dn Í dO Cosh(2n) Jo, s. q „selo, q ne Í dn Í d0 Cos(20) Jo,” (n.\q q 
0 0 0 0 


Mia se, (9. Je jo Jo, (s. 


Jer = sell, con Se pero) voir notation 


Norm,n 


q q q 


z fan Cosh(25) Jo, ln, | 
0 


m 
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Quelques intégrales des fonctions de Mathieu anqulaires 


Dans ce qui suit on omet les indices des paramétres q de l'équation de Mathieu, sachant qu'ils sont 
en général dépendant et de l'ordre de la fonction de Mathieu angulaire paire ou impaires et d'un 
autre paramétre entier issue de la séparation de la hauteur z dans l'équation de Laplace ou 
Helmholtz. 


Pour les Codd en 9, ona à partir de la décomposition des fonctions de Mathieu angulaires : 


l=0 
dl E E E 


2142 
1-0 


EL) = Lem je Cos( (2zYce,, (z, 


ep) = i OC Cos( (2zYce,,..(z. al) = um I 


21+1 21+3 


re l= 


pe) = — fa Cos( E DS ab} = de D BB" 


pl) = = L faz Cos( E DS 


, E 
SE (2n+2) p(2n+2) 
dl -Y ne Ke 
1-0 


Auquel on ajoute les intégrales de normalisation et d'orthogonalité des fonctions angulaires de 
Mathieu : 
Normalisation 


l= l=% 


, al) Y -2(ag f + "Laf 21 c 1 ja e, y- (agro = =l 


1-0 1-0 


2x 
e? = - faz (ce,, (z.lal) 
0 


27 1= J=% 


w = - fa Lee, Ae, ql) = "(Bey =] peo) = Hr (se,, Je, y- (one -1 


allt 


1 27 
m (z, q )= Ô n n NOR faz se, (z. ke, (z, )= Ô n n = LP ce. ce, 
| m 0 l m 0 
Ce qui donne avec les notations introduites des intégrales : 


To on T JI {Cosh(2n)- OÙ} Je, (n, ] et E 2nd 7 d an {Cosh(2n)- e). Li, n. ] 
0 


177 
= fazce,lz, q 
m 0 


q q 


q 


No 
Lo 2nd — Al an {Cosh(2n)- Y ro, a n. ] et T dnd = 1 Í dn {Cosh(2n)- yo, Lis, n. q 
0 


| 


No 


— D 2n ^. déi an Cosh(21]) Jer, *(n.lgl) 


Leila Je, (n. q )- = sl), 2n,Cosh er.) 
0 


=>> Tani z JI Cosh(2n) Je, (n. q )- 
0 


No 
ev Í dn Je, (n, q Te = sl, E = ELU.) 
0 


[ no 


5 I „Jo =T lá Cosh(2n) Jon, (n. 
K 


Norm,2n+1 


— p Q2 r() 


I0 2,2n+1,Cosh 2n+1 hs) 


No 
v, | dn Jo, 


a)- 


Lu v» fan JOrn *(m. 


710 
=> VEE = «jo Cosh(2n) Joma (n, q A DV E 2,2n+2,Cosh Ap 22 
0 
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On a également les intégrales suivantes (voir A.P.Prudnikov, Yu.A.Brychkov, O.I.Marichev Integrals 
and Series - Volume 3 - More SEH Functions, édition en russe, section 2.27.6). 


AUN 0 fase Lo GEN. 
dz dz 


fe ce, (z 
0 


) 


) dse,,,2 Gw q 


1 27 — 1 A d , m n+ 
d San 1 Ja fete, Ce Sansa 
2x =00 
L eee. e eel) Ss yagen ggn 
dz 1-0 
2x 
3L Eust TA )-- v reus Bos 


l= 


D'autres intégrales des fonctions Se sont faciles à calculer à l'aide des décompositions: 


La l=% 
ce, (2,0) 7 >: A" Cos(21z) ce,,,1(2,q) = D s  Cos((2 +1)z) 


1-0 1-0 
l=% 1=0 
Sen (29) = » 857 Sin((2 +1)z) se,,,2(2,9) = » Bes? Sin((21 *2)z) 
1-0 1=0 


c 


ol) 2 
)- 22 SS SCH : Is Cern (z, 
2 T 


2m m 
oto) == - fæ C€5, (z, )= 2409 -je Cern (z, 
0 0 


4)- aA Qn 


2z 
et) Ir faz Cos(2z)ce;, (z, 
Tr 4 


)= AQ feco 2z)ce;,(z. 


d. 


Che Cos (2ze;, (2, 
0 


) dce, (z, 


dz 


)=0 
)=0 


27 
fæ Cos(2z ke, (z, q - fe C65, 41 (z, q )= "i Cez] (z, 
0 0 0 


27 


)- 0 je Sez n41 (z, 


2m LA 
J f cosaz)ees, e hi) = far Cos(2s)ce,, 
T T 

0 0 


2x 27 


fæ Cos(2z)se,,. Gell Se Jh 
0 


-0 e Cos 2z)se, (z peee =0 


)=0 


2m 
fæ Sez n42 (z, q )= 0 je S€5542 (z, q )- 0 fe Cos(2z}se;, (z, 
0 0 0 


IL Cos(2z)ses,.5 (z, dl 
0 


ql) - o 


27% 27% 
=0 fæ Sin(2z\ce, (z, q y -0 IL Sin(2zse, (z, 
0 0 
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Les intégrales suivantes sont non nulles : 
LA bg 


AQ 
et = SL ce, AS, 


1 1=00 2 1 ]—oo (- 1) 
-—M 45" | dz Cos((21+1)z)= 251 
ql) > 2141 | Z os(( d )z) x = 24 


an _ A Qni 1€ 5 (- A 
Ge zje Cos(2z)ce,, JL gs ISa A; je Cos(2z)Cos((21+1)z)= z 2 QI 121 +3) 
d l= 
m (2n+1) 
pto) - >j dz sea (z, )= D Zeche Sin((21 -1)z)- 15 Y LL e 
A de 1-0 
ta ETIN eae ear 
p Es Cos(2z)se,,..(z. )- z DE dE Sin ((22+1)z JcosQz)j - z 4 (2 "ET 3 Ee 1) 
(L0) — 1f S E (2n42) ; EN S (+ (- 1) ken 
go z | dese, (z, ) zi e T2 je Sin((21 2)z) SE 201 a 1) 
vin Lja Geer, ES Sar Swift, EEE" 
Zei = J en PAT ag Ee SN 
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Plus généralement les intégrales suivantes sont calculées ainsi : 


2z 
EL”) SH faz Cos(2p z Kce,, (z, 
c 0 


eC» E E fe Cos(2p z ce, (z. 
m 0 

y 07 = F fa Cos(2p Lee, Je, 
m 0 
27 

ye») = 2i faz Cos(2p z lee, (z, 
Kä 


a) = 


a) = 


a) = 


al) = 


l=% 
(2n) 42n) (2n) 42n) 
ACP AL KEE A 


2142 si p-l 
1-0 
1 
= (p21) Zoe 
(2n) 4(2n) (2n) 4(2n) A , A 
SA ADD + D AS Ke? si pimpair 23 
1-0 1-0 
1 
( AQ y (nc jou 
p Qn) 42n) Qn) 42n) : . 
2 + DA A + DAS Ke? $1 p pair 
1-0 1-0 
I-2(2-2) ja 
Qn+1) Anl) Qn+1) 4Qn&l) : | 
Arai APE D AS À oi $1 p paw 
1-0 1-0 
(ae y o Geer 
d n+ n+ H E? 
2 +) AUS Ka si p-l 
1-0 
1 
(acen) ym D ta) NS Qn) At Za? 
Pp n+ n+ n+ n+ . D . 
2 + DA AU E E A pazi si pimpair 23 
1-0 1-0 
(Be Y l=% PAT 
1 n+ n+ . SS 
E 2 t Bh By si p-l 
1-0 
1 
1-072) Le 
(2n41) p(2n+1) (2n41) pnl) ; : 
S Ke Bo Y BEA By ata $1 p paw 
1-0 1-0 
1 
(pe y I- (73) rem 
p Qn+1) pnl) (2n41) p(2n+1) : ; ; 
— 2 x aoc BODY Hom Byjaa at pimpair 23 
1-0 1-0 
[o0 
(242) p(2n+2) 3 u 
barco Ke si p-l 
1-0 
1 
(ln J- 
(2n+2) p(2n+2) (2n+2) p(2n+2) : : . 
2 55 Bou d» By B5 12112 si pimpair 23 
1-0 1-0 
(scum i 
p (2n+2) p(2n+2) : E 
Fm 2 1230256 B5 12142 si p-2 
1=0 
1 
(pe 1-74) 1s 
p (2n+2) pQn«2) (2n+2) p(2n+2) : | 
= 2 E 2, Biz Bias + 2 Bana Ban Si p pair 2 4 
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Passons à cette catégorie d'intégrales que l'on peut rencontrer notamment dans des problèmes 
aux limites d'équation de la chaleur en régime transitoire pour la recherche des valeurs propres 
pour des conditions homogénes de Robin (voir articles de K.SATO, « Heat conduction in Infinite 
Elliptical cylinder during heating or cooling », 2006 et K.SATO, « Transient Heat conduction in 
Infinite Hollow Confocal Elliptical cylinder », 2007) : 


1 l=% 


LE AERAN ro) ag fe ul 


2x 
1 
e (g)- - [40cost2.;0ye,, (6.4) ce), (0,4) 
0 


T 


Avec Indice de Kronecker ô;;=1 sii=j et ce;,(0,q)= Zi (q)Cos(210) 


Démontrons cette formule : 
e£ (a) ZI (20)ce;, (6.4) ce;, (0.4) - LS cw (ag itno) 4g, (+6,10) 


Il suffit de dues les développements de Fourier des fonctions de Mathieu et de considérer la 
linéarisation du produit des cosinus. Les seuls termes qui ne s'annulent pas dans l'intégration sont 
les termes constants, soit les termes qui s'annulent dans la linéarisation du produit des cosinus. 
1 l, =% 27 
a À d6Cos(2 j6 ces (0.4) ces, (8.4) - 22 LA q)4&" (a) [ d6Cos(2 j0)Cos(21,0)Cos(21,0) 
K -01,-0 0 


Comme ` Cos(2j0)Cos(21,8)Cos(21,0) - rel? (j-1, -15)0))* Cos((2(; -1, - 1,)0)) - Cos((2(j +1, Wl Cos((2(j +4 +1 WI 


ô +ô +ô +ô) 
à 1 d6Cos(m0) - 28,  — 1 EE E 


2 
T —ool, =% l=% 
> Zu GË De APP (a) a? E ARP (a) 4S5) (a). 0 
1,-0 1-0 m 
T —ool, =% l=% 
> Ke Bai 07 AS (a) 482) a) 
1,-0 1-0 1-0 
Hebe l=j l=j-1 
DE), ius = AENDAYO 27 Aa ae AEPA) 
1,-0 1-0 1-0 1-0 
l=j-1 l=% 
z 3. AS" (a)4 f (a) AE Ale, dn 
1-0 1-0 
Jm =% 1=0 
> > Ag? Xa LW "io, =h+2|0 7 SE Sch Bciol- Ag? (aC (a) 
1,-0 1-0 I-j 
2x Jee 
1 ; 1 
Ee E [40cos(2;0ke;, (6.4) ce», (0.4) - 24 ar T Bolt Je 3, o)+ AP jM DEA -j|, o) 
0 
j 1 V n n 
=> eg) (a) = 2 Acel de +Ô jo e e ni + Oy. jio | 
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Comme par ailleurs, selon une formule due à N.N.Lebedev : 


-o2 


1 22 5 
Ad 


VCosh(2n)-Cos(28) ~x 


0-2z 


lant 0, 0, je l 
Il vient : CHE : f dO ce; q)ces,( q) 242 s 2 
0-0 


VCosh(2n)-Cost26) ~ 44 («054 


Soit maintenant les intégrales suivantes : 


=27 Coshl2n 
I, 1d) — ^h ag Xara.) 2428 SC Ze (q) pow p,n>0 
EECH 7 xa JCosh(25)- Cos(20) T7 ^) EA) Zpen ? 
27 
j 1 
ve (q)- = [docos(2j0)e, (0,q)se,, (6,q) 
. 
DUE avons : 
2z 
— OC (26)se5, (6.4) se, (6.4) - Ya a)8 S (a) | d6Cos(2 j0)Sin(216)Sin(21,0) 
dk 0 


Comme ` Cos(2j0)sin(21,0)sin(21,0) - I E j-1 *15)0))* Cos(Q(j +24 —1,)0))- Cos(Q(j ^1, —1,)0))- Cos((2(j +1, 15 )0))} 


Ô 1o * luan ln "ien 7 Opis sno 


2x 2m 
E: l d6Cos(m0) - 28, > a l d6Cos(2 j0)sin(21,0)sin(21,0) 
«c £ T 


2 
> Yei) (q) Ei 2 SCH Bo (q La Wal —L|,0 =Ò ja -L|o deg 
Ee 1 5-21 
Ij —ool, =% 
25 DAC yet Be 0 — 0 
h=1 L=1 
Ij —ool, =% [—o0 
»3 Zä Bg) ô jn inr BEP (qG) la) 
h=1 h=1 =1 
zd Assel =00 Iz jl 
D 2 9$" (a)82" (a), , az 3. Brell, 
h=1 h=1 l=1 
Ij —ool, =% l=% 
KS DEAN «bo 7 BEP) (OBS) 
DESS I=1 
27 l=% l=j-1 
1 m 1 n n n 
xs [aocos(2j0)e,, (0.4) ses, ea [pn (DBR? (a) BRE als? a- S Bg” osio] 
0 l=1 I 


Il vient donc : 


j 1 V n n ARS n 
vito-3] [Bo Welt) a) BD Ba) aft?) 


se, ,(0.)se, (0.4) Be 24 e pl) (a) pour p,n»0 


HH - ce 2 
2p,2n (n.a) JCosh(2n)-Cos(20) ~ 50 (+80) 2p,2n 
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De méme pour les intégrales suivantes : 


— t furent 2j0)ce,1(0,q) q) ce, (0.4) 53 EIS a(g jacas (2j8)Cos((21, +1)0)Cos((2L +1)6) 


T 101,0 


Cos(2 j0)cos(Q21, +1)0)Cos((24, -1)0) - à L (cos((( j-1 -L -10))- Cos((2(j 1, +1, )0)) Cos(Q(j +2 —1, )0))+ Cos((Q(j +2 +2 +1)0))} 


2m SCH A. +ô, +ô, +ô, 
zx l d6Cos(n0) - 28, y i j d0Cos(2 j0)Cos((24, +18)Cos (br) Eee» Wireh lta aho yth trto 
T ` m 


2 
> og, PRU m » Arg) AO la, "Äer at Ant Seel 
27 0 /,=0 

UE TEE 

> 2 Néi de (Or vin 70 

1,-01,-0 

Jempi =% 

ZE diri dira s = DA ao 

1,-01,-0 

Jempi =% 

ZE diri n, a = D APE NA 

1,-01,-0 

UE TEE 

2; DE Xa)457 9. -h*b[po 7 -54 AAO uta) 

1,-01,-0 

1 2x i Ge T 
| dtc js aleet [eA (o) e Go (a+ S agn ouai. o) 
? I0 Em 
$ DË | l=j-1 . 
STEE [4er ando ag nae e T 
ix 1-0 
D'oü l'expr Ge de l'intégrale suivante : 
d TA : Iz j-l : 
One (= OO (250ke,,.1(8,9) d/CO2n4l (2 q EL prr PA MOR AGED (a) 4G o)» EK) 
! 1-0 


-0 
"e o (Cosh(2n)) 

I (n q)- 1 n dO Ce» pl (6.q)ces, (0, q) e 242 48S > i 

2p+1,2n+1 UT; ms JCosh(25)- Cos(20) T Cé [PEN 


eg on (ol 
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Et de méme pour les intégrales suivantes : 


1 (CosA(2 n)) 


0=27 

Dan (n.a)- : T dü m SS > : + (ro, R wa) 

2x 
wil) — f d6Cos(26 ses, (0.a)ses, (0.0) 

0 e 
PO avons : i 
m à] dOCos(2j0)se,,,1(0,q)se,.1(0,4)= LY Sara eet ol d0 Cos(2 j0)sin((21, +1)8)Sin((2, --1)9) 

T 101,20 


Cos(2 j0)sin((21, +1)0 )sin((21, -1)0) = a kaal j-h+b)0))+ Cos((2(; +4 21,)0))- Cos((2(j -4 -L -1)9))- Cos((2(j +1, +1, -1)8))] 


17 17 Ô j-n «o * Ôj -l0 7 912-1 -10 7 Ô j+ + +1,0 
n l d6Cos(m0) - 28, 9 > — l d0 Cos(2 j0)sin((21, +1)0)Sin((21, +1)0) = ———* 2 n T 
m RE: 


2 
IS œl, =00 
> ven zwo D > Borg) BE q le (Asbl * 9 uuo 7 91-0 7 9] mcd 
M 0 1-0 

Ve 2 »( 2nd) 

KEN ër: (aO janno =0 

Deche 

I, ool, =% 

Kä Der") BE (aya “b|,0 7 etc SECH, (a) 

1=0 1, = 
=> E oo], =% 

ART al BEDS- -4-1-1,0 7 Ze ei È nala) 

L=0 Á= 

ice 2p+1)( gehn) 2p) ES 

393 07 e (4). “h+b|0 — E H. ku lg (a) 

» 0l- 

E 1 : j E j 
SA [d6Cos(20 ses, 0.) ses (0.4). DEA AR (a + Sr leist. BE? a)85 3, Ale 

Tos 2 (179 1=0 
Il vient donc : 

Ves | , l=j-1 
Yelland- Er (oat) (a )+ 88) (ayer )]- ND 

1-0 1-0 
o (Coshl2n) 

n (0.4) T Ae ec äs 242 S H p PEH nala) pour p,n>0 
2p+1,2n+1 (l> T lo JCosh(25)- Cos(20) m S IECH 2p+1,2n+1 > 
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Quelques intégrales des fonctions de Mathieu radiales d'ordre entier 


Dans ce qui suit on omet également les indices des paramétres q de l'équation de Mathieu, 
sachant qu'ils sont en général dépendant et de l'ordre de la fonction de Mathieu angulaire paire ou 
impaires et d'un autre paramétre entier issue de la séparation de la hauteur z dans l'équation de 
Laplace ou Helmholtz. 


A partir des développements en fonction hyperboliques des fonctions de Mathieu radiales Je et Jo, 
il est théoriquement possible de calculer les intégrales rencontrées dans les problémes aux limites 
de Dirichlet et Neumann. Toutefois les développements soufrent d'un gros handicap, leur 
convergence de plus en plus lente pour les plus grandes valeurs de l'argument. Typiquement un test 
sur des valeurs de n > 1, donne des résultats médiocres avec une vingtaine de termes du 
développement. Il faudrait théoriquement augmenter inconsidérément le nombre de termes du 
développement pour retrouver la convergence, ce qui en pratique est infaisable. C'est d'ailleurs en 
partie la raison pour laquelle on utilise le développement en produit croisé de fonction de Bessel 
qui lui a une convergence trés rapide. 


Ce défaut des séries de fonctions hyperboliques se transmet immédiatement à l'évaluation des 
intégrales. Si l'on revient aux proportions géométriques d'une section elliptique d'un cylindre, on 
peut donner une estimation grossiére à partir de laquelle le rapport des grands et petit axe ne 
peuvent conduire à une bonne estimation de ces intégrales. En présentation des coordonnées 
elliptiques, on a vu que le facteur d'échelle se calculait à partir des petit et grand axes de l'ellipse 


sur la frontière du domaine: , = P — an(s) facteurd' échelle c = Ja? Nr ne D 
a 


calcul des intégrales s'avère donc raisonnablement possible dans l'intervalle du rapport des axes 
elliptiques : 97] <1=0<e = 2 Tanh(1)=0,76159 
a 


Autrement dit, plus on se rapproche du cercle moins l'évaluation des intégrales par les séries 
hyperboliques est valable. Il s'agit principalement de donner l'évaluation des intégrales suivantes : 


lo No 
10, = [an Je, lnla) 12, = [dn Jo, (lal) 
0 0 


no 
ql) (oo = Í dn Cosh(2n) Jo; (n. 
0 


no 


en = [ dn Cosh(2n) Je, (n H 
0 


a) 
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Ainsi qu'aux intégrales définies suivantes venant également du dénominateur : 


no No 
15 5. = [4n Je, (n. ql) E = fan Eer? ) 
0 0 


No 
) Ib cu = fan Jo, (n. 
0 


q 


) 


No 
ql) EE = fan Cosh(2n) Mei (n, 
0 


no 
Ioas = [4n Jon, (n, q q 
0 


) 


No 
) a = [4n Cosh(2n) Joma (n, 
0 


no 
y = fan Cosh(25) Je. (n, q 
0 


q q 


) 
) 


No 
) T oc = fan Cosh(2p n) Jos (n, ) 
0 


Pour les numérateurs, en supposant pour simplifier une fonction aux limites constante, soit 
respectant une symétrie Y+,X+, comme f(n,8)-1, il vient : 


No 2m 
fva Q8) 15 Ra [dn [46 (Cosh(2m -Cos(26)e D 


170 
1 uns = [4n Cosh(2n) de (n, 
0 


no 
Ee = fan Cosh(2pn) Je, (n, 
0 


o 
q ) Ee T [4n Cosh(2pn) Je (n, q 
0 


Un 
Ee ES [an Cosh(2 pn) Jona (n, q q 
0 


d. Jcei( , ) 


-|f dr Cosh(2n) Je,( Zi Jul: ] [an Je, ( vill [40 Cos(26) ce DÉI dl 
I uh = 0 


q )- za fan Je, hn, q )= sel? APIO ancon E» A I ) 


da aa) 


n.\q ) j dÉ Cos(20) se, (9, 


= 110 
I wc" | dn Cosh(2n) Je,,(n, 


No 


Et ISP = l dn Í dë f(n,0) (Cosh(2n)- Cos(20)) Jo, (n, 


No 
= | dr Cosh(2n) Jo, ( 


q)=0 


DE se, 


d)- [m zo, 


NZ See Mts A 2n,Cosh — e "" 2n ) 
En supposant une fonctions limite respectant la symétrie {Y+,X-}, il vient : 


avs. 1 8 e[0,x| 
Ze DI, )= KH 0 € [x2] 


ce,Je € ce,Je se,Jo 
=> JI -0 Iytx-ma -0 aa X-2n42 -0 


senal > ) 


70 T 
1 ud FA ik dë (Cosh(25)- Cos(20)) Jo... (n. 


= -al d0 seal 


se,Jo (1,0) r(1) ) 
=> IyTX aaa d gege KN 19 d 2n4l 


(n. 


q|)- [40 Cos(20) se, Aë 
0 


| 
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En supposant une fonctions limite respectant la symétrie (Y-, X7), il vient : 
c M 
ce,Je se, Jo se,Jo 
rx (7,0) = Ze zx (8) 3 >I Xn — =0 Iytxsma -0 rs X+,2n+2 = 0 
m 3m 
-1 del 
2X 2 


)ce,, ul , 


) 


T E 2n+1 -fan fao ei x (8 KCosh(25)- Cos(26)) Je, Jo. 


ce,Je 
—Iy X+ 2a — "m ce, (9 


ja) fan Cosh(2n) Je, Ju wr fao Cos(20) Lee, Jl 


ce,Je ) ei (11) via) } 
>I ,X+,2n+1 7 = ar OI cu = ef r0 1,2n4l 


En supposant une fonctions limite respectant la symétrie (Y-,X-), il vient : 


1 [EP EE 
2 2 ce,Je 
3 > Ex ,2n 
-] 0e Tom U M om 
2 2 


2x 
l do EE ) se, Lë 


fx (n, 0) = 


EM ce,Je se,Jo 
-0 KE- ,2n+1 = 0 Iytx-ana 


J|- 
| 


«li dr Cosh(2) Jos, sor. 


TIE Jos, s (n. 


In, Jo 
Y+,X- n2 T 


- [de fy x- (8)Cos(26)se,,., (9. 
0 


5 5 
>I p Zu — 4 [ae ze, (9 Ain Cosh(21]) An, Jo Ai fao Cos (26) ze, (9 
0 
= e = An Wr rO, 2n+2,Cosh pire mE 


On doit donc compléter par le calcul des intégrales des fonctions radiales : 


No No 
1 Dat [an Je,, (n, ql) T un m [4n Je , ) 
0 0 


No 
) Pis = fan An, > 
0 


) 


No 
ql) ice = fan Cosh(2n) Je, > 
0 


no 

10 ,2n+1 = [an Josal H 
0 

) 


No 
) e = fan Cosh(2n) Jo,,,..( , 
0 


no 
0 ,2n,Cosh SE? [an SCHOEN Je,, ( H 
0 


) 
) 


No 
) I aes m [an Cosh(2pn) Jos. > 
0 


No 
19 ,2n+1,Cosh = fan Cosh(2n) Josal H 
0 


No 70 
HA ,2n,Cosh E fan Cosh(2pn) Je, ? q ) pho: = fan Cosh(2pn) Jenal H 
0 0 


No 
re ,2n+1,Cosh m [an Cosh(2pn) Jo, at > 
0 


) 


Wl Jan Je, ln. 


-0 


«n Jan Ae, An. 


| 


| 
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Ces derniéres intégrales peuvent se calculer à l'aide de leur décomposition en fonction 
hyperbolique : 

l=% 
1s -fa Je, (z,|q D A5" Coshl212)= 43° Jan Cosh(21 z) 

1=0 

2 
on meal IEN AP, S go SPACE) 
I=1 
Qn) Sinh(( ((21--1)m,) 


-— m je Je, ulz 
ae = fe Jo, 
ina = fæ Jo, az 
0 
No 
CHE = faz Cosh(2 z)Je,, (z, 
0 
) 2nCosh 7 e Sinh(2n, )+ 
To 
) OntlCosh = faz Cosh(2 Le, Je, 
0 


e,1,2n+1,Cosh = 2 


no 
,1,2n+1,Cosh Ta faz Cosh(2 z)Jo,, (Z, 
0 


L2n+2,Cosh 7 -fa Cosh(2 z) Vo, az. 


A 2n+2,Cosh ~ 4 


^j dz > AS") Cosh((21 +1 )z D AC” n 


D de Y Bini (1-1) Le Cosh(( GE) l 


Qn«2) Cosh((21 + 2 )m)- 1 
dr Ze 2042 


q)- 3 AP j dn Cosh(21 z)Cosh(2 z)= 
1-0 


(2n) pun 


f SinhQ(L +1 SinhQ( -1 
(4m, + Sinh( 4n,))- 2a ( In as Jm) | In Qu el 


=w 


)- vn fan Cosh((21 -1)z)Cosh(2 z) - 


SE 21-1 e +3 


l= 


l= 
1 5. a Sinh((21 -1 Dy t Sinh( D E Jn d 
)- nu fan Sinh((21 +1 )z)Cosh(2 z)- 


T 


2141 


sc 3 art, Vi Cosi -3)) ` 20041) | 
2n+1,Cosh ^ À 


21-1 213 - (Qr-10r«3) 


q)= x pv | dn Sinh((21 +2 )z)Cosh(2 z) 


— BO"? Sink’ Cm) , ix pov» CST )n,) i Cosh((21 t 4 )n) Si l + I 
21+2 21 21 +4 (+2) 
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Tout comme les intégrales quadratiques se calculent à l'aide de leur décomposition en fonction 
i e 


19 ze -faz (Je,,(z, q)) = v ana] js Cosh(21 z)Cosh(2 p z) 


l=% p=% 


y- 2 APAT | dz Cosh((21+1)z)Cosh((2p +1)z) 


Td zx fæ Le (z. 
0 


no =0 
EH E fa (on (z, y D 3 is atn [e Sinh((21 +1)2)Sinh((2p + 1)z ) 
0 =0 


1=0 p 
"lo l=% 
Eeler, deelt 3 M | dz Sinh((21+ 2)z)Sinh((2p  2)z) 
0 1-0 p-0 
No {=o p=% 
pu. = faz Cosh(2 Lis, (z, q y- S AGP ARP í dz Cosh(2l z)Cosh(2 p z)Cosh(2 z) 
0 1=0 p-0 
l=0 p= 


y = 


No 
eet = faz Cosh(2 zYJe,, (z, * An gra je Cosh((21 4-1) z)Cosh((2 p 4-1) z) Cosh(2 z) 
0 =0 


1=0 p 
No 1=00 
pis = faz Cosh(2 Un, (z, ) E b "engen Je Sinh((21 + 1)z)Sinh((2 p + 1)z)Cosh(2 z) 
0 1=0 p-0 
No l=% p=% 
Ee = Í dz Cosh(2 Un, (z, y = Bua Bip | dz Sinh((21 - 2)z)Sinh((2 p +2)z)Cosh(2 z) 
0 1-0 p= 


Soit en notant comme suit: 


10 23 2 AU? 499 100212 p) 
1-0 p= 
l= 


is A 2nd — 353 d AT RS (21 +1,2p+ 1) 


2p+l 


0 p= 
— p= 
I0, a = D D BEBE IDQI 12p +1) 
1=0 p=0 
l=% p=% 
w, 2n42 =% A per (21 +2,2p+ 2) 
1=0 p=0 
l= 
e 5 Y Ap oa Sh (212p) 
1-0 p=0 
l=% p=% 
P naue > A ATI dk (21 + L2p T 1) 
1-0 p=0 
l=% p=% 
M gg = > E Cosh (21 * 1 p * 1) 
1-0 p-0 
0) S pose gne r) 
TY WC F B» B;,,2 I ,Cosh (21 + 2,2p ck 2) 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 593 


Ce qui donne pour le premier jeu d'intégrales : 


m si l-p-0 et JE, 


2 si l-pz0 


No 2l 
19(21,2 p) = | dz Cosh(2l z)Cosh(2pz) = 
É 1 ( Sinh(2(l+ pm) R Sinh(2(1- p}n,) idus 
4 l+p I 
1 ED . d E 
T ll 4 (21 4-1) 
I (21 -12p-1)- [dz Cosh((21+1)2)Cosh((2p +1)2)= 
d 1( Sinh(2(1+ p+1}n,) $ Sinh(2(1- pj) ET 
4 l+p+1 l-p 
1 e E d de 
e E | 4 (21+1) 
I (21+12p+1)= | dz Sinh((21+1)z)Sinh((2 p +12) = 
d 1( Sinh((I- p+1)m) _ Sinh(2(- pm) +. 
4 l+p+1 l- p 
l e -m dae 
3 oo | 4 2(1+1) 
I9 (21-22 p2)- [dz Sinh((21+2)z)Sinh((2p + 2)z) = 
o L{ Sinh((I- p-2))  SinhQ(L— ph) uds 
4 [+ ER l—-p 
Et pour le deuxiéme jeu d'intégrales : 
No 
1 (21,2p)= fa Cosh(21z)Cosh(2 p z)Cosh(2 z)= 
0 
aS ml (1-1 et p=0) ou ({=0 et p-1) 
n + Sinh(4, )+ GEES, M si l=l+p et pat 
16 p l+p 
E j 2 l=1- 0 
LA Satz, e P pm , Sinh(4(- pm] ., [ü-1-p et p#0) 
16 P l-p ou (l=p-1 et nell 
1( Sinh(2(I - p -1)n,) E Sinh(X(l p - Un, $ Sinh(2(I — p +1) " Sinh(2(1- p -1)n,) bis 
8 [+ p+1 l* EA l-p+1 l-p-l1 


70 


Ico (21+1,2p +1)= [dz Cosh((21+1)z)Cosh((2p +1)z)Cosh(2 z) - 
0 


To " Sinh(2n,) n Sinh(4n,) 
4 4 16 


H [n MOR d Sinh(2(3+2p}n) | Sinh(2(1+2 eil een 


l=p=0 


16 3+2p 1+2p 
] : Sinh(2(1-2 Sinh(2(1+ 2 | 
UE z SEHR z Séil si I2 p-l 


1( Sinh(2(I + p*2yn), Sinh((l  p)n,) f Sinh(2(1 - P+l}m) | Sinh(2(1- p—1}n,) m 
8 [+ ER l+p l— p+1 l— p-1 
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Ainsi que : 
To 
Iu (21+12p+1)= [dz Sinh((21+1)z)Sinh((2p 1)z)Cosh(2 z) - 
0 


"n, Sinh(2n,) " Sinh(4n,) 


si l=p=0 
4 4 16 
ES- tn Sinn) 2 SPA Sp, p SAR 2e) te. 
16 1+2p 3+2p 
"li Sinh(2(1-2p)y,) |. Sinh(2(1+2ph)) | 
—| — 4n, — Sinh(4n, )+2 2 I=p-1 
A Tc Si jus à 1+2p Were 
1( Sinh(2{(1+ p+2}n,) E Sinh(2(1+ py) Sinh(2(- ply) _ Sinh(2(1- p -1m ) EN 
8 l+p+2 l+p l-p+1 l-p-l1 


no 
Icor(21+2,2p+2)= [dz Sinh((21+2)z)Sinh((2 p + 2)z)Cosh(2z)= 
0 


Een si (1=1 et p=0) ou (1=0 et p=1) 

ge [coin HER Ph. Sis ph) si l=1+p et pz0 

16 1+p 2+p 

Al aaen Sp), SUM e ph si l=p-1 et pzl 

16 p l+p 

1( Sinh(2(I + p*3y), SinhQ(I- ply) SinhQ(I- ply)  Sinh(2(1- p 1m.) Së 
8 [+ ER [+ pl l— p+1 l—p-1 
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Ce qui donne le résultat pour les 4 premiéres intégrales : 


d. = 
= (a? Yn, +42 ey En) em, e 


l=1 
hi = 


Es onn eh Sinh 41 
ES Le ` DE SEN 


^4 
) = 


l=% . 
E S (4er {eee d 2. 
1-0 


I% = fæ (Je (z 
Je,2,2n 2n H 
0 


Kx Qt ('SinhQ(-* pm), Shl- pn) 
l+p l- p 


70 
Joe = faz Le, LG 
0 


SES ACD ACD SinhQ(I p Yr) TE Sinh( - pyny) 
21+1 2p+l [+p+1 IER 


o 
-0 


~ 


No 
10 sd SS faz Un, As. q 
0 


4 (21+1) 


d. = 


NE Ant Sinh(4(1-lyjy) ` 5 16 S oe pen Sinh(2(1+ p* 2.) _ SinhQ(I — pm) 
m Sé 2142 No |+ D: 2142 Dän 

45 2(1+1) l+p+2 l- p 
Et pour les 4 dernières intégrales : 


l=% p=% 
q n,m } = A NANTU 2 QL2p) 


» 


Jon p=% 
-E neng, (21+12p+1) 
=0 


E Rm pe") Bert) Sinh(2(1+ P T Dm) u Sinh((1— pi) 
21+1 2p+l 1+p+l pep 


No 
Ti = fa Vo (z, 
0 


ns 


e 


No 
m = Í dz Cosh(2 Le, lz, 
0 


No 
mes z Í dz Cosh(2 RI (z, 
0 


q 2p4 
1-0 p 
No l=% p=% 
T oaia = faz Cosh(2 Un, (z, q n,m y = Bop T om (21 T 1,2p + 1) 
0 1=0 p=0 


l=% p=% 
J-Y aa RR E ES) 


» 


No 
ERTE = Í dz Cosh(2 RI (z, 
0 


q 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 596 


Par extension, on peut calculer les EUM suivantes : 

d, Ir. > > AGO AP IL Cosh(2l z)Cosh(2p z)Cosh(2m z) 
Ton 

s y 25357 "Am Agen IL Cosh((21 4 1) z)Cosh((2. p +1)z)Cosh(2m z) 


2p+l 
fJ = SS aneren Je Sinh((21 -1)z)Sinh((2 p +1)2)Cosh(2m z) 


2p+l 
Jon 
j JS ` gen gern | dz Sinh((21 + 2) z)Sinh((2.p +2)z)Cosh(2m z 


I” s. Cos 7 -faz Cosh(2m z) Je, (z.a 


rM 


Tee = fa Cosh(2m z Jue, (s. q 
0 


No 
Im 2n+1,Cosh ^. = [az Cosh(2m BI lz, q 
0 


nq 


2p+2 


No 
L rnb F Í dz Cosh(2m os (z 
0 


Soit en notant comme suit : 
l= 


oo p=% 
Im 2n,Cosh ^. E > > AAC (21, 2p) Ee ADAE Cosh (21 + I p * 1) 


-0 1=0 p-0 


e 
e 


l=% p= 
Hal 2n+1,Cosh SS y BEND BEED pi) (21 t I p * 1) on. T 5 Bonn gren o (21 T 2,2p + 2) 


2p+2 
1=0 p=0 1=0 p=0 


Il vient pour les intégrales des fonctions radiales paires : 
no 

Im (21,2p)= fæ Cosh(21 z)Cosh(2 p z)Cosh(2m z) - 
0 


Mo Sinh(Amr,) 
2 8m 
[n " Sinh(Amr,) " Sinh(4 prj) Į Sinh(4(m+ pn) 
16 m p 1+p 
= D e Sinh(Amr,) 5 Sinh(Apr,) x Sinh(4(m — p) si (l=m-p et ps0) 

16 m P m-—p ou (I2-p-m et pem) 
II Sinh(2(I- p+m)n,) 5 Sinh(X(I + p-m) a Sinh((I — p +m) D Sinh(2(1- p-m) bis 
8 l- pm l-p-m l—p+m l—p-m 


({=m et p-0) ou (I20 et p=m) 


| si l=m+p et pz0 


1%), (21+12p+1)= "| dz Cosh((21+1)z)Cosh((2 p 4-1)z)Cosh(2m z) = 


Sinh(2(m —1}7,) M Sinh(2m1,) S Sinh(2(1+ m) t decns 
8(m—1) 4m 8(1+m) 
A ds Men), 4 SE 2e). Sas) es 
16 m 2m+1+2p 1+2p 
"ILE | ax, SH), SQ en), SM DE) " SC 
16 m 2m—-1-2p 1+2p l=m-—p-1 
1( Sinh(2(1+ p+m+1)n,) A Sinh(2(I - p +1- mn) 4 Sinh(2(1- p * mn) , Sinh(2(1- p-m) S 
8 l+p+m+l l+p+1-m l—p+m l—-p-m 
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et pour les intégrales des fonctions radiales impaires : 


Im ,(21+12p+1)= -Í dz Sinh((21+1)z)Sinh((2 p +1)z)Cosh(2mz)= 


Alan MO) sinon) - 2 S00 nl si PE 
16 m 2m-1 l=0,p=m-1 
Alan DO, asinan ME IA si Rs zs 
16 m 2m+] l=0,p=m 
Jb L ed Sinh(Amn,) | , SinRQ(1 2 p)n,) , , Sinh(2(2m +1+2 en! mr 
EL de 1+2p 2m+1+2p 
H [- dme Sinh(Amn,) _, Sinh(2(1+2p}m) | , Sinh(2(2m -1- 2 en) HN 
16 m 1+2p 2m-1-2p 
Al Set) 2001) m eR) PE 
16 m 1+2p 2m-1-2p 
1( Sinh(2(1+ p+m+1},) à Sinh(2(1+ p-1-myny)  Sinh(2(I— p mj)  SinhQ(I - p - my) "TR 
8 l+p+m+l l+p+l-m l-p+m l-p-m 


no 


Ie a(2l+2,2p+2)= el dz Sinh((21 + 2)z)sinh((2 p + 2)z)Cosh(2m z) - 


cb 4n, + Sinh CAS Sekaa Sedie Do à EN et p=0 
16 m m+1 1-0 et p=m 
E WE j 
RER Sinh(4r,) j, Sin&(4mm,)  Sin&(4m el Si , m et p=0 
10 m m-1 l=0 et p=m-2 
1l L ae Sinh( mm), Sinh(a(1+ Ed CET 
EL l+p m+l+p 
E 4n, = 2d m), Senes pri, Se ipm? si l=p-m et Pei 
16 Iron GEET: 
A: Sinh(4n,) y Sa (ab, Sin ph Suit si l=p-m-2 et pel 
l+m m-—p p 
1( Sinh(2 (I p+m+ 2h) H Sinh(2(1+ p + 2-mM) D Sinh(2(I — p +m) 2 Sinh(2(I — p-m) 
8 l+p+m+2 l+p+2-m l-p+m l-p-m 


| sinon 
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Dégénérescence de l'ellipse en cercle et formes des solutions radiales et angulaires à trois 
dimensions 


Lorsque l'excentricité de l'ellipse e tend vers O alors l'ellipse devient un cercle et l'on est censé passé 
d'un systéme de coordonnées elliptiques plan en un systéme polaire. 


2 
Excentricité de l'ellipse (n - 1) EE c=vVa -b >c=ae 
V1-e° 
e 


=> Tanh(l,) = J1- e Cosh(l,) — £ Sinh(l,) = 
e 
Si e—1-»1,—0 etc=a l'ellipse dégénère en le segment interfocal 


Lorsque e->0 et a constant alors l ->+ et c->0 et l'ellipse dégénère en un cercle de rayon a. 


et les produits tendent également vers le rayon du cercle Ge Ee Ek SE 


par contre le facteur d'échelle c est constant lorsque a-»*ee, e->0 et là encore l'ellipse dégénère en 
un cercle. 


Dans le méme passage à la limite du cercle, les hyperboles définies par les équations : 


x =c Cosh(l,) SECH x à y * " 
. | => Hyperboles : i^ 
y =c Sinh(l,) Sin(9) Eo E 


c> 02 X Tan) 
X 


deviennent des rayons du cercle si l'on considére que l'angle dans le systéme elliptique devient 
l'angle dans le systéme polaire. 


Ces relations permettent de caractériser le passage du systéme de coordonnées elliptique en 
polaire, lorsque l'excentricité de toutes les ellipses tendent vers 0: 
Système elliptique Système Polaire 
lé = c Cosh(n) Cos(9) > 5 =r Cos(o) 
y =cSinh(n) Sin(9) y=r Sin(@) 
c—0 
7] — +00 
cCosh(n) >r 
c Sinh(n) ^r 
09 
Pour ce qui est des variables de séparation introduites dans l'équation de Laplace en coordonnées 
elliptique, nous avons par exemple, pour le cas as«0 : 
ETE 
4 LN. 
O"'(0)+(2- Za Cos(20))8G(0) 20 équation de Mathieu 
O(0) — A, ce, (0.|g) * B, fe,(0.|g) ou 6(0) = 4, se, (0.|a]) + B, se, (0.|a]) 
R'(n)-(A— H Cosh(2n))R(n)=0 équation de Mathieu modifiée 0 > in 


okt 
a, -—— 


a; < 0> q EA et À= 


d 
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Dans ces conditions lorsque c->0 alors q->0 et nous avons également A-»n. Et pour les fonctions 
angulaires, dans les développements de Fourier, la plupart des termes s'annulent : 


ce, (9.4) D AP Cos(219)= A9 8,40" er. A2 1 


1-0 


DÉI 


l=% 
eena DE > Aja CDSA O6, et AECH 91 
-0 


l= 
Sen (80) = 2, BET SNI 1)9) > B P >S, Bin e Bi 1 


n,l 
Io 
= (2n+2) ç: (2n+2) (2n+2) (2n+2) 
Se (9,q) = Pie Sin((21 + 2)9) > Ba >ô, now et By >l 
1-0 
C'est un résultat qui est donné sans démonstration, mais pour s'en convaincre, on peut donner 


quelques développements en fonction des puissances du paramétre q pour les premiéres fonctions 
de Mathieu : 


ESI 


ce, (8, HD [732 +0(q Jesu 


ce (9,q) = coo 2 Come d'et ) 


l+1 1 


ce, (9,q) = -2q + O(q^ )+ Cos(29)+ žl (m ET - Olai"? IS +2)9) 


US CD) CDS 


Il s'en suit que les fonctions angulaires premières solutions et secondes solutions tendent vers les 
fonctions sinusoïdales correspondantes : 


ce, (8,q) S fex, (9.q) — Sin(2n 9) 

d fes, (8.4) 9 Sin((2n +1)9) 
ces dl > Cos((2n +1)8) ge (9.4) 5 Cos((2n + 1)9) 
Seann (8,q) 9 Sin((2n +1)3) ze ola) Co EE 


— 


S€5542 ER ) Sin (2n + 2)9) 
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Pour ce qui est des fonctions de Mathieu radiales, revenons à l'équation différentielle séparée dans 
le cas de la variable de séparation négative (probléme aux limites homogéne dans la dimension 
radiale) : 
ek 
Te EE 
2 


alc? 4 
a, «02 q-|d A zje a 
C 


R" (n) - (4 - 2|] Cosh(2m))R(m) = 0 


" 
Comme m—+0 et c-»0 et cCosh(g)-r et cCosh(l,) 18 re >r? 


n 
NS ce EN ce docs dr PESO dR(n) __ dR(n) dr ` dR) 


2 2 dn dn dr dm dr 
d'B) ,2 , dR) 

dr? dr 

= Comme A-»m? soit (2n? ou (2n+1) ou (2n 2f 


2 
d^R(r) d dR(r) 
dr? dr 


2 
r => 2|q| Cosh(2m) = al e” x e rx los] r? 


R" KC? 
(n) c 


L'équation devient r+ CA r? -m° )R(r)=0 équation de Bessel 


Posons los] =k? > Solution R(r) - A J (kr) B Y, (kr) 


On a donc le passage des fonctions de Mathieu radiales J et N à des fonctions de Bessel, comme 
suit : 


Jez (n,q4)> P'on Ja, (kr) Ne» (n.a) p», Y, (kr) 
Jez (0,4) > P'an+i Jon (E r) Neil, al-3 P'ana Yon (kr) 
Jos, a.a) — S'2n41 Jal r) Nos, (n.a) 5 S'2n41 Yon (k r) 


J05,42 (n.a) 52542 J2n42 (kr) No5,,5 (n.a) 52542 Van+2 (kr) 
Les coefficients de proportionnalité sont les mémes entre les premiéres et secondes solutions (voir 
MacLachlan « Theory and application of Mathieu Functions, Appendix |, page 368). Mais il 
n'importent que peu car ils se neutralisent toujours dans le développement en série. Il en est de 
méme lorsque le paramètre q est négatif avec les fonctions de Bessel I et K (voir plus loin) : 


Key, (n.-a) ^ PK, (kr) 
le;, (.-4) > P'an D, (k r) 
Ienn (n4) > S'2n41 Lak r) 


Joy (7.-q) > Däi Lans (k r) 
105,12 (n.a) > 55542 EE (k r) 


Kez, (n,-4)> 3 x Konyi (k r) 


Ko, (7.4) P = Kanlkr) 


Kon (0.-4)— P Kn+2 (kr) 
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Il reste à évoquer le passage à la limite du cercle dans les intégrales mises en œuvre dans la 
construction des solutions. Elles se présentent sous la forme suivante pour ne prendre qu'un 
exemple : 


l z 
fanen, ka, )f dO(Cosh(2m)- Cos26)}(n.6)ce,, bar. 
0 


WW x 27 


| [40m (Cos) Gesäis, oa". eos, oa. 
0 0 


PN HER 
A. Sinh —c— , 


E E e 
T(n,0,z) Y 2: Je, bar » ee ^ ar a) 
n,=1 ng-0 Wr 2 TUM : 2 2 2 2 
c 


Le terme de cosinus hyperbolique prédominent dans le passage au cercle. On peut donc écrire : 


l, z 
+8, fanCosh(me,, a". jí d0 f(n,0)Cos(2n,0) 
0 0 


RI 
n, ng 


T, m 
Í dn Cosh(2m)(Je,,, D d. os J Í dO(Cos(2n,0)) 
0 0 


dr , 2rdr 
2 ibo! 2 
rc 


n 
De plus r= -= dr = rdn => dnCosh(2n) = S e" z2 et cL 
r 
iM 2% 
[ie 8, o P'an Jan Gcr) 221 | 2rdrJ, (kr) | 40 f(n.6)Cos(2n,6) 
c 
A, ns T Can, D d. 2n, CS F y l, : 
DIEN 2 E Kate r)) 
c 


(kr) | d0 f (r,9)Cos(2n;0) 


2ng 


zl O, e m (k 2)i 
0 
dë os, zx 2. 1d, ass k 


Comme ole Ei =" = 
c 


Ja (kr) | rdrJ 
> A, sng Je h H d, an ] 


C 
notation n,—n, , Eat, ; f(0) f(r.0) 
AC € ny" Sinh(k, 2n z) 
T(n,0,z) = ` ` k, Cos(2n,0 k J,, (k 1.)=0 
=>> (7, ele zx kaalt, m T) JanC ,,2ng r) os( Ng ) avec n,,2ng tq 2n, ( n,,2ng r) 


| dr rJ, (kn 2n, T) Í d0 f(n,0)Cos(2n,0) 


Í drr Ke se pf 
0 
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Pour ce qui est d'un probléme aux limites avec la variable de séparation positive (probléme aux 
limites homogéne dans la dimension axiale) la solution utilisait des fonctions de Mathieu à 
paramétre négatif, là encore le passage à la limite est assez simple : 

Cos(2n 9) 


ce, 4 (9,-q) > Cos((2n+1)9) 
se;, 4 (8,74) > Sin((2n +1)9) 
Se,.2(9,-q) > Sin((2n +2)9) 
Les équations séparées se transforment comme suit : 


a.c? Ae S 
EE et cae T 


CE, (9,—q) > 


2 


| | É d É d 
Z''(2)+a,Z(2)=0= Z(z) = A Sin —— |+B Sin] —— 
C C 


@"(8)+ (2 + 2q| Cos(20)@(0) = 0 
R" (n) (4+ ol Cosh(2n)) RG]) = 0 


O0) = A,ce,(0,-]d) + B,fe,(0.-]g) ou O(0)= Age, 0,- + Bage, (0.-|a]) 
R(n) = C,Ie,(n.-|q) + D „Ke, (n-a) ou R(n) = C,1o,(1.-|a) + D, Ko, (n.-|q) 

ce” c^g" 
Comme m—+0 et c—0 et cCosh(p)—r et cCosh(l)l, € dE: >r’ 


ce” ce" dr 
r= => dr = d rdn ———-r-R(ng)- 
à 2 n "n (n) 


dR(n) _ dR(n) dr _ dR(), 
dr dr dn dr 
O"'(0)+(2 + 2|q| Cos(20))8G(0) = 0 => @"(8)+20(0)=0 
d'R(]) a , dë). 
dr’ dr 


Ruiz: 


2 
QC 


2 
=> 2|q| Cosh(21)) = |q| e" EE a vs A=a,+ A 
c 


o, H spectre discret de valeurs entiéres Posons |o| = k° 
=> R" (n)- (n+ k’r’)R(n)=0 
2 
d RC) ES dR(r) 
r dr 

> Solution R(r)- AI,(kr)- B K,(kr) 
On a donc le passage des fonctions de Mathieu radiales à des fonctions de Bessel, comme suit : 
Te, (74) > Val, (kr) 
Je, 01,74) > Yosadosa (Kr) 
Io5, 441,74) > 15,15, (kr) 
105,45 (1,74) > t2 adasa (kr) 


Là encore, les coefficients de proportionnalité importent peu car ils se neutralisent toujours dans le 
développement en série. 


L'équation devient r—(kr°+n)R(r)=0 équation de Bessel modifiée 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 603 


Le développement en série et les coefficients intégraux deviennent les suivants, pour ne retenir 


comme exemple qu'un seul groupe de termes dans les solutions trouvées (voir plus loin) : 
27 L 


avec À, = SS E - Al d9 j dz f (0, el LEE} .z) 


z 


2.9.72 
n, m cC 
2 n.-—oong =% le,,, D ap? | 
T(n,0,2)=— M MB 


n,n 2.22 
mls ec rr n «mo 
le, hà 

4l 


206 v0 10) 2:39; 0 
2 
c2 02 ce, [^ ne | " Cos(2n, 9) le. D ne Jens. (82 r) 


; k r) 
n.-—oong-— 2ng 
TM, 0, + 222 2 ue l Cos( (2n,0) 


[e PU ; p Fan) TS 
Jr 
2z L 
) 


= 22 Ad dz f (0, z)Cos(2n,0)Sin(A, z) 


2 .2 
Ce, H ME bus 


Dans les deux cas, que ce soit homogéne radial ou homogéne axial on retrouve bien les solutions 
données dans le systéme de coordonnées cylindrique à trois dimensions. 


Dégénérescence de l'ellipse en cercle et formes des solutions radiales et anqulaires à deux 
dimensions 


Par la suite on verra que les solutions de probléme aux limites elliptiques en deux dimension se 
présente sous la forme : 


A -2|495,,,00 A = [48 5,...(0)Cos(2n 9) AT = [49 Sov x (O)Sin(Qn DS) 
0 0 0 


AL Í d9 f,, x, (0)Cos(2n+1)9) AUT [as Jor-.x-(O)Sin((2n  2)9) 


Y+X+ n=+00 H 
T(n,0)= T GE bl A GE Cosh(2n n) Corse SA Sinh(Q2n + D) Sin((2n +1)9)+ 


PET Cosh(2n 1) cer S Sinh((2n + D, ) 


2 ao go 2 y-x- Sinh((2n- 2)n) ,. 
ux > A} Colon c pro (re09)-2 = > A} Sin((2n D, Cao) 
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Le passage à la limite du cercle, comme vu précédemment implique que : 


n—to et c0 et cCosh(p) or et cCosh(L) 1l, et o inline yes E 


Cosh(2n n) E Sinh((2n + Dn) M Sinh((2n + 2y]) ce Cosh((2n+1n) | r^" 
Li 


Cosh(2n ^  Sinh((2n^ Di, Eo a * 2), d L7 Cosh(2n+I,) 17 
Y+X+ n=+0 
=> T(n,0)- Ze +2 > up. (2n 8) pf DER ug a - Sin((2n + 1)9)+ 
7 n=0 r 
n-c n=+ 2n+2 
i > A Ss SE >. Pos um - Sin((2n + 2)9) 


Ce sont exactement les solutions en coordonnées polaires. 


Lorsque le problème concerne un section elliptique creuse. Les fonctions radiales sont par exemple 
de la forme : 
2n(n-1,1) e rh) 


2n 
e x 2n(n-1 r 
nl) —  -2n(,5-1,) Uo oe Es 2m 
e Um e n2 n La 


Il en serait de même avec toutes les autres composantes de symétrie d'une solution générale. Cela 
forme donc les fonctions radiales solutions du probléme aux limites en coordonnées polaires. 
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Expression de la seconde solution des fonctions de Mathieu angulaire d'ordre entier 


Dans un probléme sur une section elliptique compléte les secondes solutions paires et impaires de 
l'équation de Mathieu ;"(x)+(1-2qCos(2x))y(x)=0 sont apériodiques, d'ordre entier et l'on peut 


montrer qu'elles se construisent sous la forme spécifique suivante : 


ge,x.a)- S, (a)txse, Le, a) e, a)) 


Remarque : pour toute équation différentielle du second degré de la forme : ,"(.). o(x)y(x) - 0, İl est 


facile de montrer que connaissant une première solution y(x), alors la seconde solution peut 
notamment se construire comme suit : 


Y2 (x) =y wf CO 


En effet en cherchant la seconde solution sous la forme suivante, il vient : 


PG). oo) "d 
ug xg rS rp 
TT dt 
> yx(x)- ml y GP 


De plus le paramètre À est une fonction de l'ordre n et du paramètre selon que la solution soit 
choisie paire ou impaire. Dans ces deux cas la valeur de À aussi appelée caractéristique est 
différente. On peut écrire : 


E a(n,q) si solution paire et neN 


A= baal si solution impaire et ne N 
On rappelle les propriétés de périodicité des fonctions angulaires des premiéres solutions: 


E! (x, q) paire périodique x = ce, (- XS q) = Ce), (x; q) Ce, (x Tm, q) = Ce), (x, q) 
Cesn(x,q) paire anti — périodique x = cez, (=x,q)= ceux a) ces aor m. a) e ce asa) 
e (x, q) impaire anti — périodique x => Sen (— xq) = se», (x, q) Se5, (X sh al = -sen (2,4) 


Sezn2(x,4) impaire périodique z => Seana- x,q)= SE n+2 Lal DEE 7,4)- S€5n42 (x,q) 
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Les fonctions fn et gn sont périodiques de période 2 rt et possédent les propriétés suivantes : 


f (x ds ra (x,q) impaire périodique x — f», (- x,q)= = fon (x,q) pon (x+7,q)= Pon (x,q) 
nV fosa) impaire anti — périodique zt — f^, (- x,q) GE — fosa») Jon + 7,4) - = pi ea) 


et apio paire anti— périodique x = g3,,(7 x.) 9 83,64). 83,46 7.2) 9 -82, 6.4) 
d 2,354) paire périodique n = gana (7 x,4)7 Eas (4) gas ax *7,4)- 85:04) 


De plus les coefficients de normalisation Cn et Sn sont fixés tels que : 


(c.a) -5—7 (5, (4) = 4 —— — 
[AES [lena d 


Le signe des coefficients de normalisation est fixé de telle façon que par le passage à la limite q->0, 
on obtienne les fonctions sinusoïdales en seconde solution soit : 

Lim C, (q) =0 LimS, (q) =0> Lim C, (oke, (x,q) =0 LimS, (q)se, (x, q) -0 

q0 q0 q0 q0 

Lim Je, (x, q) = Lim C, (a)ix Cen (x, q)+ d (n. 4) - Lim C, (alt, (x, q) =, Sin(nx) 

qg—0 qg—0 qg—0 


Lim Een (x, q) = Lim A, Lola ze, (x, q)* En (n. ol - Lim S, (ole, (x, q) = Cos(nx) 
qg—0 qg—0 q0 
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Les propriétés de périodicité permettent donc de définir les secondes solutions à partir de 
l'intervalle JO. sf sur l'intervalle LZ 271], comme suit : 


feo, (x, q) = Con (ax Cen (x, q)+ fn (x, q) => Clu )= Pon ism 5 
En 
peo ie TTC 
ce», (0.4) 
E E T 
ST 


ELE q) 
SEN q) 
fea xa) - fes aa) et DNE aa) 
ce, (0.q) 
fex Gra) 
Ces, q) 
ET (x, q)= Sonila ae, aa) Saal, dl 26e, (x4) = Sonn (qx seo, ao a) 22,2 052) sezna (x0) 
eani (5,4) Zis eani (7,9) 

2565, a (7,4) | m5e5,,4 (0.4) 

gea (7,9) 
Sen (0,q) 
gea (7,9) 
Sern (0.q) 
S€25«2 (x.q) = 85042 (a) 5€5542 (x,q)+ E2n+2 Goal = erna (x, q) = 85042 (a) sel (x, q)+ Eana (x, q)* se ox. a) 
geo (7,4) ` 8€2n+2 (m. q) 

Tsen (7,9) SE n42 (0. q) 

Bi? Le, q) 


fena (x, q) = Consi lax C€5,n41 (x, q)* fona (x, ol > Cua (4)= 


Con Lal 


Leana x,q) = fena Lal et feat T al e -= fes, a x, 4)- cean bns q) 


Sent (ZE lgl Sen (0,3) 9 Su(a)= 


EE2n+ (-x,q)= ge, x. a) et geax*7,4)2 -geu(x.4)- 55, ax. q) 


EE2n+ Lu gl -ge,4 (4) et Lena x 7,4)9 ge, (x, 4)- sen (xq) 


86542 (0,4) 2- So, o (a) Sen (7,4) S5,2(4)7 


eana x.) Sean ll et geo, (0 7,4)7 ge,2(64)- 55,505.) 
S€5n42 "(0 q) 
65,3 (7,4) ez ll et ge, 5 (x +7,q)= ez ln, 4)- Sessa (r.a) ; E 
$€5n42 (0 0,q q) 


Il reste à définir sur tout intervalle positif au delà de 27, en se ramenant à l'intervalle [0, 2x] : 


D eur NE) 


ce», (0,q) 
n" fex n.a) 
ce, (0.q) 
feat, q) 
Con (0, q) 


Jen'(x+2n7,q)= fes, (n.a) cey, Gr q) 


femu(x+2n7,q)= fex q)* 2n Ceo, i xs q) 


fex a o Ans, als Jen (x, qan fend), (sa) 
ce, (0, q) 

E E nus End Ud Lc tea 
S€5n«] (0,4) 
gea r.a) 


Len ex RE 2nx,q) = Lena (x, q)+ 2n gea (xq) 


Sen (0.4) 
2n OMA q) 

zez (0,4) 
2n g&2 7.4) 
365,55 (0, q) 


865542 (x+2n7,q)= Eern+2 (x,g)- geo, (x4) 


Bez (x+2n7,q)= Sean (x.q)- COMPE) 
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Les Wronskiens des solutions de l'équation de Mathieu sont les suivants : 


Wronskien fce, (x, ol fe, (x, oh —Cste et Wronskien {se, (x, ol ge, (x, q)- Cste voir équation différentielle de Mathieu 
Wronskien {ce, (x, q). fe, (x, q)} = ce, (0, q) e, '(0, q) Wronskien fe e, (x, 0), fe, (x, 0)}= Wronskien {Cos(nx), Sin(nx)} zl 
Wronskien {se, (x, ol 2e, (x, q} = —-se, (0, ole, (0, q) Wronskien ls e, (x, 0), ge SE 0)}= Wronskien {Sin(nx), Cos(nx)} SEA 


Ce qui donne les Wronskiens suivants avec les fonctions fn et gn : 
fe osa) Clees, din fea) ` ge,(xa)=S, rese, orsa) 8, oa) 
Wronskien fce, (x, q), Sen (x, q)} =ce, (0, q) e, (0, q) =C, (qWronskien fce, (x, ol xce, (x, q)+ Bé (x, oh 
= Cy) fce,  Wronskien esch f (s.a) 
=> Wronskien fce, (xq). f(x, q)} SEN Bei LE a) (ce, Lal 
nM 
Wronskien (se, xq), ge, (x, all — —5e, (0. a)ee, (0.4) — S, (a Wronskien ise, (x. a). xse, (x. a) Saal 
= Sy ese, Ga) + Wronskien [se (s) e, s.a) 
se, (0. q)ge, (0, q) 2 
8, (a) (se, (x, q)) 


=> Wronskien {se, (x, q), Sy (x, ol m 


Les fonctions fn et gn suivent également les équations différentielles suivantes : 
ce,"(x,g)+(4-2qCos(2x)kce, (x, g)=0 fe C a) 7 Cua), s a) f, all 

fe, Ga) (4 - 24CosQx))fe, (x, a) - 0 = xce,"(x, g)+ Mee, Go a) f, 0 a) -29Cos(2x)Nxce, es a) f, o. a) - 0 
> f.'oa)* (4 - 24CosQx))f, ox. a) -2ce, Lg) 

se," (x,q)+ (4 - 24CosQx))se (4) 0. ge, Ga) Sgr se, Gr. a) e a) 

ge," (x. q)* (4 - 24Cosx))ge, (x, a) - 0 = x se, "x, g)+ 25e, '(x,g)+ g," 0a) (4 - 24Cos2x Ji se, (cs a) e, (x, all = 0 
> g, (xq) - 24Cos(2x))g, (x. q) -2se,'(x,q) 


Dans ce cas on peut également calculer le Wronskien avec les fonctions fn et gn : 
D "(x,q)+ (4 - 24Cos(2x))e, (x, 4) - 0 
SC 


Lal - 24Cos(2x)) f, ex. a) -2ce, (x, 4) 
= À Wronskientce, (x) fis a] = -2ce, (ae Ca) = (ce, Ga) ] 
> Wronskientce, (x, q). fx (x ,q)}+ (ce, (x, a) = Wronskien{ce, (0, q). "p (0, q)- (ce, (0, ol 


fena) dn. Fe) À 
Comme f,(x,q)- "o -xce,(xq) f, Gg EO rm (x.4)- ce, (x. a) 


= pronskien(es, (s.a) f (sa) (ee, a) 20e, mi Se hal 0)» ee, pf - ce (oo) eD 


C, (a) 
E q)+ (A — 2qCos(2x))se, (x ,4)-0 
£g," (x.4)* (4 -24Cos(2x))e, (x, a) - 


= À (Wronskienfse, (s.a). el - -25e, (ase, e.a) - © (se, Gs) ] 


> Wronskien{se, (x, q). Ei (x, all t (se, (x, a) = Cste — Wronskien{se, (0, q} En (0, all 


—2se, (x, q) 


Comme g,(x,q)= mds -xse,(xq) 2,'(x,q)= mr — xse, (x, q)- se, (x, q) 
= Wronskienlse, (x, al g, (x, q)) Lee, (x, al = se, (0. q)ae, (x. q) 
S, (a) 


Ce qui donne, on l'avait espéré le méme résultat. 
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Ces contraintes et propriétés suggérent une méthode de construction par « perturbation » des 
secondes solutions d'ordre n, paires et impaires. Tout d'abord perturbons la caractéristique de 
l'équation : 

E a(n,q)— À, (e, n, q) = a(n,q\i + £) e pour even 

— Solution de y" x) + (a n, ol + B 2qCos(2x)}y(x) = 0 > Ordre non entier v, (e, n, q) 

À= b(n, q) > À, (e, n, q) = b(n, ol = D o pour odd 

— Solution de y" x)+ (b(n, ol 5 £)- 2qCosQx))y(x) =0 > ordrenon entier v, (e, n, q) 


Remarque : la perturbation sur a,(q) et b,(q) doivent être telles que l'on reste dans une zone dítes 
de stabilité de l'équation angulaire de Mathieu. Soit a,(q)(1+e) et b,(q)(1-&) 


Puis construisons une seconde solution impaire par passage à la limite : 


5, (,27,q)-5,(€,0,q) 
2x ce, (0,4) 


5, (e,x,g)=5e, ener, a). C(e. n.a) 


El see (se) C e.g) 


VD. s d ce, n X,q s C 2 : CG; 0, 
c 4 }= etc H ) et > 4 }= „enak ) S (e, n, q) - © (e 7.9) : (c a) 


£,x,q)- ce x,q £,X,q p Ze se, '( à) 
esos cem sor oed is 
S(e,n,q) 


> ge,(x.a)- tins, fe 
£0 S 
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Les fonctions f et g « tilde » construites ont les bonnes propriétés de parité et de périodicité ou anti- 
périodicité sur rt. Par ailleurs elles sont périodiques 2n, leurs valeurs étant les mêmes en 0 et 2r : 


8, (e.27.,q)- 3, (6.0.4) 


B. Les q) ET Se, (eng) q) Cle, n, q) = 


27 ce „(0, q) 
5, (6:0,g) 
», Pa (e.0,g)= ET 
rr A (e,2x,q)= "d Zoe, (2x,q)= D 
salon Sena) EDEN) 
z,(e.x.4)= Teng meno g, lexa) D nea] se) 
z leoa) Eta) (01-1609) 
B g,'(s,0.4) Sen se, (0,q) ET 
E PIE 2zse, (22,4) se, (22,4) - Gen 
: Een) SC) g,(e.22,4)- Sina zme, r.a) DE 
Seel Senat: DZ ta et Lim, (e,27,q)-2, (6.0.4) - 0 


Les fonctions construites respectent bien les valeurs des Wronskiens entre premiére et seconde 
solutions : 


Wronskien fce, (x.q). fe, (x,q)- tind e Wronskien fce, (x, q).5, Ster x 4 
£20 C(e n,q 


Wronskien {se, (xq), Een Le, all = Lim Sube a) yronskien Lee, (x, q} (e, x ,q) 
£0 S (e, n,q 


Or : 


c TCU RE „(x,q)=0 


EA £,x,q)+ Lola, al +e) 2qCos(2x)Js, dps q)-0 


= D rronskienlee, (ssa) Seel - e an ee, e a dl 


> Wronskien{ce, (x ,4)5, Le, x ,q)}= ce, (0.4), (.0.4)- e a(n. a) dv ce, (v.a), v.a) 
0 


t Ce rH dr n(9)=0 


cut &,x,q)* (b(n.q1—&) 2q4Cos2x)Je, (e, x ,q)= 0 


=> £ Wronskienlse, (x, q).6, Le, x ,q4)}}= € b(n.q)se, (x, ak, (e,x,q) 


> Wronskien{se, (x,g)c, (e. x ol - —se,'(0, qc, (&.0, q)-- e b(n,q jos. ASAN 
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Comme les deux passages à la limite définissent les fonctions solutions : 


Wronskien fce, (x.q), fes (x,q)}= Lim EE) Wronskien {ce, (x, als (e, x 2 
Wronskienlce,, (x, als ls x ,q4)}= ce „(0, qs, " (e, 0 TE o(e) 
fest) Lin e s BEED] pel inlc, ED) 


— Wronskien fce, (x,q), fe, (x,q)}= ce „(0, EEN (e, 0, d: ce, q) fe, (0, q) 


£90 C(e n 


Wronskien {se, (x, g), Een EE vi äi? Wronskien {se, (x, q).6, SE X ai 
£20 S (e n,q 


Wronskien{se, (x, q).6, (e, x ,q4)}= =se, (0,4, (2,0, 4) Oe) 


ge,(x.a)- Lim, le Dyed] 


Sie, aal 


EN is ne ns (s. sa) ze es o) 


Les Wronskiens obtenus par ce passage à la limite sont donc les mémes. C'est encore un bon indice 
que la construction semble licite. On peut facilement réaliser une implémentation du processus de 
passage à la limite sur Mathematica, en prenant une variable & trés petite de l'ordre de 10-13, 
mais il est trés gourmand en temps de calcul. Il est plus facile de construire les secondes solutions à 
l'aide des coefficients de Fourier des premiéres solutions, gráce au résultat suivant d'existence de 
développement en produit de fonctions de Bessel. 


Comme nous venons de l'annoncer, il existe également un développement en série de produit de 
fonctions de Bessel pour les fonctions angulaires de première : 
]—oo 
cez, (0.99 CY AG" Reb (gr pida) 


1-0 
Cern (z, q) = 1 


Y ev vua 

ceam (0,0)2 C m ALD Rep (Jae? Vra Naet Jnae v Jae} 
ey aa a) 

ene C nte mb fue?" e" ie) 

JF ew sg pa Waarala Nala) 

Bemad S y air imbre rne") fae" blae) 


1-0 


EE Aal, Ua a)- Tal DÉI TUM a)- 4a )) 


Cu (z, q) = 


SEn+1 (z, q) F 


SCn+2 (24) = 
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Et pour les fonctions angulaires de deuxiéme espéce : 


S cv ambe ue) 
ce, LD 1) ! Agr alo. Wa q)- Fal a)- (a fr d al Mel 


2X: D Ex Imp Lat ke SZ n iu oer a e ) 


(0, D Aen y Wa ki Wa)- JaWa) Za Wa ola )- aKa) 
Cerny dë ) b aa )- v. AG: Le, (a )- va ai 


S costis re (act (ae) (act Ke) 


Een aC. q)-7 = 


D ` (0.4) PX yee (ab. Ua )- o Ja va ) 
S cv atr? nb e" hs (Jes). (net ile") 


Lean+2 (7,4) = = 


se», e: (0.4) 85 Zu OR) d (Jays (/«)- Jii (ah (a) 


fe, (z, UE 


Jena (z, UE 
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Ces dernières formules sont plus faciles à implémenter sur l'intervalle IO. al puis en utilisant les 
formules d'extension à tous les intervalles, d'abord [rc Zur ] puis tous les autres par translation de 27 
et parité pour les valeurs négatives. 


Remarque importante : les formules en série de produit de fonctions de Bessel des fonctions de 
deuxiéme espéce correspondent à une normalisation différentes. Dans ce cas on choisit un systéme 
de fonctions de premiére et deux espéces tel que le Wronkien soit égal à un, à l'image des fonctions 
Wronskien {ce, (x, q). Je, (x, oh =] | 


usuelles sinusoïdales : 
Wronskien {se, (x, ol 2e, (x, q)i zs) 


Pour ce qui est des dérivées premiéres des fonctions angulaires de premiére espéce, nous 
obtenons : 


SS 2 409) Ro IT Se 
SE GE +a (get fn Meer / qe) 


Sev gba) 
- Jae ui NT. e d Sech oe" i 
2 (o. cn! y ^ M Judae n ae" d? Jy Nae) 
" 1-0 à ade d 24 Wae” B e 
- «Jae au qe dÉ Tal e d 
29 c 1) D AT q) 
Jae Imi qe *)- ER ge *)+ 
ye e di? ae e)- 7L fge d 


echt EEN 


1-0 


Cean (z, q) = 


C€5n4] (z, q) Ee 


Jon 
Dec al z) 1) Ge? Re 
Oz e 


Sen (7,4) = Es 
DLE salsa ceo n ue e a ens n 
dee" o 2e re *)- nl pur 
sema) S 1 BO"? Re +J1 (ae b. Wa e * dial et ) 
ez + M Le Yr, (fact). (ae )- i 
$65,,5(2,4) = Jae" LAT e dÉ el qe gd 


DX 1) go Ja A n ab SH a)- Die URI 4)- (a) 
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Et pour les dérivées premiéres des fonctions angulaires de deuxiéme espéce : 


NS —1y 49? Re -Jae J (act Jr. ge” - vl E 
224 idi el, Jeer Naet ot qe” )- Ji. H e) 


LCE = 
ce, CE y Agra on Ja) nea) n ar )- m.) 
E ig Jua e SE Sc och | 
38 AUD Re d o Se Wae Lal ge) 
I- dde EE AUNT e Ek A. Ma e dÉ I 
Jean (2:4) = ( SCH SCH Gel » ) 
QUU E Lan] Ja "ARI Jua +Y Va Jia Wa Jia Va 
Cen(0:4}Ja D 1) A555 i Dn fe Sk Yol zl. RUE ARI a)- SE 
m t naet Mae "iMac" | 
Sen BE”) Im NT As Mäe * )-. fae" gi 
1=0 | e rn "a, Me e Jg naa e zk | 
Leon (2:4) = : EEN cl 
E nm aQr9 b fa he. (fa al Jakak a a) 
m d Aach, fae n4 Pun 
Ye» BC") Im +2 Nue rae )- v. (a+) 
1-0 | + Jae! (iam du Wae” )- Fal SEN 
8e2,42(2,4) = UTE (ae k A. Meer) 
"og = (0.4) x 1) ! Beim (a. (Va a)- s fana) 
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Développement limité des solutions angulaires d'ordre entier de l'équation de Mathieu dans le 
cas d'un paramétre q proche de 0: pour ce qui est des nombres caractéristiques, les 
développements limités à l'ordre 10 en q sont de la forme : 


NR REN E l2 7 4 29 6, 68687 g 123707 i, 
Aa) lel. mer tut cy Lack ugs reet rd seed zeng 


La la, Hos, 4 6, D 8 a 1221 e 1499 A. 


1 

8? EN 15367 36864 7 580824 7 9437184 7 35380440 7 15099494400 ` 1630745395200 ^ 
1 
8 


alz Anse Ebo oh 4 oe 527; Bo g 122 ọ 11429 w 
647 15367 368647 589824 9437184 — 35389440 15099494400 | 1630745305200 | `" 

5 > 763 4 1002401 4 1669068401 x 4363384401463 io 

"127 135824? '79626240 ^ 458647142400 3698530556313600 ` 

La 5 4 289 6 Sb: Le 2499767 i" 


b z4 4 + 
la) 127 138241 796262401 ` 458647142400 3698530556313600 | 


La da B 4 5 4 106 609 . 4519 823 o 420511 p 
aj()59* =g *—q 4 q q q q qi q- q^4 
167 64^ 204807 163847 23592960? 104857600? 2113929216000 ^ 1087163596800 ` 6012954214400 


bo 13 B 4 5 , 16b Ae cde mc - 4037000 ce EE ^ à CHR um 
blq) s 94 —4^ -—4 + q'*——4 d: q+ q q+ q 
167 647 204807 163847 23592960 104857600? 2113929216000 ^ 1087163596800. 6012954214400 


i5. 3393. 4 5701 x. 11223697 à 8417126443 e 
alq) s 169 97 q qf- q qe 
307 864000. 2721600000. 2006581248000000 ^ ` 31603654656000000000 
15 37 4 10049 % 9384107 — , 21359366443 i 
bia) =16+—q q^ E qi ql + 
307 864000. 2721600000. 2006581248000000 ^ —31603654656000000000 
ideas Le 11 Fe 1 2 37 D 7 is 63439 E l D 60609509 EN 
774144" 147456 891813888. 339738624  201364441399296 ^ 2130840649728  5799295912299724800 
Mélan M 11 E 1 23 37 n 7 Tm 63439 gi 1 d- 60609509 M 
48^ 774144 147456 891813888 339738624 201364441399296 ^ — 2130840649728  5799295912290724800 
I3 187 4 613617 2337184771 à 107856094183 e 
aj(q) «369 —q du qf- q'4 qe 
70 43904000 ^ 92935987200000 ^ 23315780468736000000 ^ ^ 1595835640971264000000000 
n lo, 187 a, 5861633 6, 2805905620 s, 45361065433 "3 
6/779 709 "43904000 ^ * 92935987200000 ^ ` 23315780468736000000 ^ ` 1595835640971264000000000 | ` 
io qu 3-4. 1 Rcge 80617 TEM | 22381 10. 
74 96 4423680 | 20384317440 | 2123366400 103324028239872000 ^ 2174327193600 19044684885173207040 | | 
q? ENT 17 q 80617 S q? 22381 id 
b.(q) s 49 —4 EN q + qe + q? +e 
96 4423680 20384317440 ` 2123366400 103324028239872000 ^ 2174327193600 19044684885173207040 
NT fe 109 ,., — 207 6. 56675690063 8 8826844303 TS 
"M 126 160030080 ^ ` 13973506525440 |  22716763094823469056000 ^ —6088918573525228742246400 | 
DEEN d 10 4 2707 52492329667 T 9604120067 TN 
IM 126 160030080 ^ 13973506525440 ^ — 22716763094823469056000 ^ —6088918573525228742246400 ^ ` 
ele d 103 4. 1993 e 425125339 " fe | 1130345443 o, 
Ad 160 315392000 | ` 36333158400000 ^ ` 28676616703967232000000 ^ 106542032486400 ` 203922607672655872000000000 | 
ios d 103 NM 1993 e, 425125339 A q? " 1130345443 0, 
9d 160 315392000 | '36333158400000 | '28676616703967232000000 ^ 106542032486400 ` 203922607672655872000000000 ` 
aug) 100: d 10 4. 31943 P 1704670559 s, 370335410859899 1 
d "198 993586176 ^ 1772341136197632 ^  569203604713406176690176 ^ 12496432546743250420538529546240 | 
y) 
Ale ët? 169 e 31943 E 1704670559 à 1768418729052839 TN 


1772341136197632 KR 569203604713406176690176 g 62482162733716252102692647731200 3 


1-3 7458? A 29+58n? +9n* e EE 


108 993586176 


2 ! + 
PRET a,l) ` qe? ar sché afe A alt Aë Ah o]. | stop le All -9)n? -16) 
bla) , 4453452 + 20651309 n +13541915 n° -2844430 n^ -1039598 n° +69361 n° +4471 n? 10. 
end? ei 4) n? on? -16]n° 25) 
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Et pour les fonctions de Mathieu angulaires paires et impaires d'ordre entier, pour un 


développement à l'ordre 3 enq: 


sl |i} , Le el 
ts zl L gCos(2z)+ Lg (Cosl4z)-2) 


128 


q? E Cos(6z) cosas) + ) 


1 
128 


1 
ce, (z,q) x e 1004 


E Las: EI 


1 
1024 


se (z,4)= Sin(z icu. 3z) TUER. n(5z) 2Sin (3z)- soie) - 


ce, (z.q) = Cos(2z) (ta Cos( 4z) Jes cl Cos (6z) 2 Cos(2z)) DX 


se esa) Sin) L asin(az) A e si); SEN Rugs 0 Si(ss) - sinas) — 


q^ (40Cos(z)- 25Cos(3z)^- 4Cos(7z))- 


1 
Cos(3z)+ 1: RCos(e)- Cos(5z))+ 2560 
gs), 


; Ss Dn 
seg T (P0Cos(2)+ 720Cos(82)-99Cos(52) + &Cos(oz )) 


Sin(3z)  -a(25in(z)- Sin(sz)) —— q" (40Sin(z)« 25Sin(32)-4Sin(72)- 


q? (905in(z)-- 7205in(3z)- 99Sin(5z)-- 8Sin(9z))----- 


"el 3) | 


seal 


© 368640 


ce, (z,q) z Cos(nz) : d- L Cos((n H 2)) 


1 


2 1 1 
321 z RIESEN Eege (n-1Yn-2) 


cl Cos(5z)- 2Cos(3z)- cosi) er iE Cos(7z)- ` Cos(5z)+ ec) ipte 


q'(Cos(8z)- 55Cos(4z)^ 980)^---- 


os((n — 2)z 


) 


1 d Cos((n-6)z) Cos((n+6)z) (n? +n?-n+11Ẹos((1+2)z) (n? -n?-n-11 
8 (4 


Pournz4 


Se, (z.q) R Sin(nz) ; d- L Sin((n H 2)z) F L Sin((n 3) 


Sin(( n Ak E à (nz ) 


2 l j + 4Jz )+ l 
321 parae (n-1Yn-2) TG af 


3(n-1(n-2Yn-3) 3(m«1(n-2Xn*3)  (n+1)(n-1) (n+2) (n-1P (n1? (n-2) 


in((n — 2g) 


1284 


1 { Sin((n — 6)z) Sin((n + 6)z) (e tn -n4ll in((n +2)z) (à ai -2-11 
SJ 


3(n-1(n-2(n-3) än ze 2laz 3)  (n+1) (n1) (n2) (n—1) (n1? (n-2) 


Pour un développement à l'ordre 4 en q, on devrait donner les expressions spécifiques jusqu'à 


ce4(z,q) et se4(z,q) et les expressions sont générales uniquement dans le cas n>=5. 
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Développement limité des solutions angulaires d'ordre entier de l'équation de Mathieu dans le 
cas d'un paramétre q trés grand : développement de Sips et de Goldstein 


Robert Sips a publié dans deux articles datés de 1949 et 1959 des série asymptotiques des 
fonctions de Mathieu d'ordre entier : « REPRÉSENTATION ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS DE 
MATHIEU ET DES FONCTIONS D'ONDE SPHÉROIDALES » mettant en jeu les fonctions paraboliques 
cylindriques d'ordre entier. Ces séries approximent remarquablement bien les fonctions de Mathieu 
paires et impaires autour de la valeur x=x/2 lorsque q est grand : 


ce s.d) 6, er E) sea) SEIL AE) 3 Segel hoi 


m : m! 
Des Coefficient binomial = ————. 
n É n!(n SS m) 


UE)» DE cl, El 12D, el ee )- Zeep, dës AKT, ele gen, dell 


ele zu Da) enn - D, ele zc, dech? 250-36), (5)- nn - tho? äre 9, delen, el 


h 
t E i E 
e Ja (i nel ni 28 «263^ +262n+108, |? e (mh P(, 2n+1 n°+2n-l2in -122n-84 |? 
8h 20481? " (Qn 8h 20480? 


Quant aux développements de Goldstein établis dans les années 1927-29, ils sont valables autour 
de la valeur 0 de l'argument, ils utilisent des fonctions élémentaires sinusoidales : 


: (m; aXe, 6)- 9,6); GP, (1)+ 0, ll i à 


é- 24^ Cos(x) h=q? 


se abd) ses 0.4) — (r OXE, (9-0, 0) -17 CXP, 6) +0,6) 


n+l 


2hSin(x) 2n+1 -2hSin(x) 2n+1 
W;(x)- — CE d W. (x) = < DE Zo J 
(Cos(x)}"*! 2 4 (Cos(x))*! 2 4 


e  4s7+3 | 195? 4595 s 25243 755 4475, 
E 8h ^g ip O m nOn 4 2h 2942 
s 1(5*4865?.105. 55 42252 +57 
P (x) «14 SC Y i " ze 
8Sh(Cos(x)? h? 2''(Cos(x)) 2! (Cos(x)) 


pais SS 1 , OS) 


(Co) | 28 Pe | (Cos)P 


Ces développements sont remarquables par leur simplicité de mise en œuvre. Typiquement le 
développement de Sips donne une trés bonne approximation sur l'intervalle [x/4,3x/4], tandis que 
celui de Goldstein est valable sur l'intervalle [-n/4,n/4] En combinant les deux développements et 
tirant partie des propriétés de périodicité An et de périodicité ou d'anti-périodicité rt pour les 
fonctions paires et impaires de Mathieu d'ordre entier, les deux approximations couvrent tout 
l'intervalle [0, 2x]. Depuis cet époque, les travaux réalisés dans ce sens n'ont jamais réellement fait 
mieux quant à une mise en ceuvre pratique des représentations asymptotiques des fonctions de 
Mathieu. 
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Développement limité des solutions radiales Je et Jo d'ordre entier de l'équation de Mathieu 
dans le cas d'un paramétre q trés grand : développement de Goldstein 


Tous les développements asymptotiques de Goldstein pour les fonctions radiales sont valables pour 
toutes les valeurs de l'argument z >0, contrairement aux fonctions angulaires. Cette remarque est 
importante car cela permet de calculer des expressions asymptotiques simples pour des valeurs 
propres de problémes aux limites en coordonnées elliptiques. 


Prise au seul premier terme des puissances de q, des fonctions de Mathieu radiales d'ordre entier 
(voir A.Erdelyi H.Bateman HIGHER TRANSCENDENTAL FUNCTIONS VOL IL formule 7 section 16.7 
page 127), ainsi que MachLaclan Theory and Application of Mathieu Functions, additionnal results 
6, page 385, formules (1,2) pour les fonctions Je et Ne, les développements sont les suivants : 


Je eq) con SR Sinh(x)- (2n  1)4rcTi (7 zB 


x,q)= SS el Su Sun) Pe Zull 2 n21 


ao Sinh(x Greer run) 


Cos 
No sd) SCH co fusi] sl Al uii 
Rs A eos. Casa a sms Cr 1 aer ron] 
MM on- acr Ta BE 
EE del Sënn ere) 


No, '(x, q) E 4 Cosh(x se, '(0, asd ofa -(2n- 1) Arc GI al 


De plus acta Ta à] = ` ArcTan(Sinh(x)) 
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Les développements aux termes supérieurs de q sont les suivants, il s'inspirent des développements 
de GoldStein pour les fonctions angulaires et l'on peut les trouver sur le site de NIST « Handbook of 
Mathematical Functions, Mathieu Functions, formules 28.26.1, 28.26.2 , 28.26.4 et 28.26.5: 


Je (s.a) - 19-9) (y Gp (5) (90, (3) 


1 c n 


(Cos(x)}2 


W.(x)- co 2 Su) (n+ aeta Tan) Jona q)7 Se 


W. (x) = Si sm) -Qn« Dareran ron] Ne,(x.q)- eem (w, G)P, () - wl), (x) 


se, (0, 
No, (s.a) - -— e 0. (7, (p (5) m (0, (4) 
2 a (Cos(x)) 
i s __ 1 ([(s*4865?4105 5*4225?457 
s 8h(Cosh(x))" 2g? (Cosh(x))* (Cosh(x)} 
n ik 
1 (s«145 äis 2s°+124s°+1122s 35? +290s°+1627s \, 
: 24h | (Cosh(x)) (Cosh(x))* (Cosh(x))° 
h=q 
Sinh(x) |s? +3 1 4s? - 44s 
(x) | ii | 
95 (Cos | 2n PEL d (Cosh(x)P Il 
n XJS 
„l fais 4945 74755 +6678" +2835 sf +505s* 1213952 +10395) — 
E PE T 12(Cosh(x)} L(Cosh(x))* 


Développement limité des solutions angulaires d'ordre entier de l'équation de Mathieu dans le 
cas d'un ordre entier n trés grand par rapport à q, q étant défini positif 


Les deux auteurs de l'un des ouvrages de référence « Mathieusche Funktionen und Sphaeroid 
funktionen » sur les fonctions de Mathieu, J. Meixner et FW.Shafke donnent une formule simple de 
développement asymptotique des fonctions de Mathieu paires et impaires lorsque n est grand, 
grand également par rapport à q (point 2.26 page 125) : 


2 


SINE aD EN h 1 
h= Jal ce, (x, #2 }æise, LA eim [s Sin(2x) H S K (nts-1 ons] e. 


n n 


ce, k, h? ) R Cos(nx)+ 7 Sin(2x)Sin(nx) + Cos(nx) | s Cos(4x)- 1) t E op 


— 
2 


se, (x, h? ) R Sin(nx) - ae Sin(2x)Cos(nx) + Sin(nx) l s (Cos(4x) = 1) + SS cas) 
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Cette expression approchée n'étant pas normée comme à l'habitude, il convient de revenir à la 
normalisation classique, ce qui donne : 


fete, LAT -fele kr AR di ; s Sot | h= la| 
0 0 


82^ 512^ 
2 4 2 
ek l Cat reie CoU (CG eos] 
ht 3h8 n n 16 2 
1 fails 
1 "ai 5120 
> 
p E 4 2 
se, LA Sin(nx) zh Sin(2x)Cos(nx)+ Sg (E (ente co Qs) 
n^ 31? n n 16 2 
UL 8n* 512n* 


Les nombres caractéristiques a et b ont également une expression asymptotique particulièrement 


simple : laf: Oe") 


Les expressions pour les fonctions radiale Je et Jo s'en déduisent par les formules de connexion avec 
les fonctions angulaires : 


Je, (s, n? ) = ce, (ix, n? ) Jo, (x, h° ) —-ise, (ix, n? ) Cos(iz) - Cosh(z) Sin(iz) - iSinh(z) 


2 4 2 
Je (x AC : Cosh(nx) - 2" sinh(2x)sinh(nx)^ Cash E (Cosh(4x) -1)-- GEN 
ht E n n 16 2 
Su) 512n* 
Ei 2 4 2 
Jo (x.#° )= d Sinh(nx) 2^ sin(2x)Cosh(nx)^ Sen) [i (con) Geet 
n 3h48 n n 16 2 
1 
"ai S120 
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Formulaires des fonctions de Mathieu (angulaires) et fonctions modifiées de Mathieu (radiales) 
de premiére et deuxiéme espéces d'ordre non entier 


Solution angulaire non périodique de l'équation de Mathieu 


Les solutions de l'équation de Mathieu f" (2) (4 -24 Cos(22))f(z) 2 0 dítes de Floquet posséde la 


propriété suivante : p(z +x)= e" f(z) On peut alors développer la solution sous la forme: 


f()- &"*»(z) où la fonction p(z) est une fonction périodique de période x. Le coefficient v est 
appelé l'exposant caractéristique de la fonction de Mathieu. Dans les solutions périodiques 2r 
exposée jusqu'à présent l'exposant est un entier, et dans ce cas l'expression exponentielle est soit 
+1 soit -1. Mais il se peut que l'exposant soit un réel, voir un nombre complexe. La fonction p(z) se 
développe en série de Fourier de la forme : ,(-)- E aen > f(z)= en E cje?! . 
[-—oo l=—œ 

A tout exposant caractéristique translaté d'un nombre entier pair positif ou négatif quelconque 
vł2n correspond une méme solution de l'équation de Mathieu. Autrement dit pour la 
détermination de l'exposant caractéristique on peut toujours ramener sa partie réelle (si l'exposant 
est complexe) à l'intervalle [-1,+1]. Dans le cas où l'exposant caractéristique n'est pas un entier 
alors la seconde solution de l'équation de Mathieu se calcule trés simplement en prenant l'iverse 


Jo 


négatif de l'arguement comme suit : y, Gaz S ce” fu)- ho 2)- e Ve. 


[-—oo eso 
La construction de la seconde solution indépendante implique qu'à l'exposant caractéristique -v 
correspond également une solution de la méme équation de Mathieu. Et dans ce cas on peut dire 
que tout les exposants caractéristiques ¥ *?" définissent une solution de l'équation de Mathieu. Il 
suffit donc de ramener la partie réelle de l'exposant caractéristique [0,1] pour caractériser une 
solution de l'équation de Mathieu et en déduire les autres soit par translation, soit par 
changement de signe de l'exposant. 


Les solutions sont dítes stables lorsque l'exposant est purement réel, soit lorsque les solutions ne 
présentent pas de divergence lorsque l'argument z est infini. On peut dresser une carte des zones 
de stabilité en fonction des deux paramètres de l'équation de Mathieu À et q : 
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Sur cette carte les zones en bleu correspondent à des zones de stabilité pour lesquelles donc 
l'exposant est réel. Toutes les zones en bleu sont ouvertes dans le sens oü elles sont bornées 
supérieurement et inférieurement par les courbes des caractéristiques des solutions périodiques 


paires et impaires, soit celles oü l'exposant devient un entier naturel : 


Ala) —a, (4) pour une solution paire périodique 
v—-neNc- . 
Ala) =b, (a) pour une solution impaire périodique 


Dans la zone q>0 et q<0, les courbes de caractéristique se succèdent selon l'ordre suivant : 
q > 0 a(q)« b(a)« ai(a) « b» (a) « a (a) « b(a) . 
q «0 — ao(a) « a (a) « bi(a) « b,(g)< as (a) « as(a) « bs(a) « ba (a) « + 

Les zones de stabilité en fonction de q sont telles que : 


q > 0— Alq) € lao(a). b (a)] o [ai (4). 5» (a)] ^ la (a). 5s (a)] o --- | 
q <0 — A(a) € [ao(a). a (a) [oi (a). 5» (a)] o [ao (a). a5 Ca)] 0 [bs (a). a4 (a)] » --- 


Une carte plus compléte permet de préciser les zones oü l'exposant est réel (zones bleu), complexe 
(zones vertes) ou purement imaginaire (zones rouge) : 


D 
e 


c 
B 


o 
S 


xposant caracteristique reel 


acteristique complexe 


ses Exposant caractérist 


ique purement imaginaire 
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Une méthode de calcul de l'exposant caractéristique non entier 


En  injectant la forme cherchée de la solution dans l'équation de Mathieu : 


Ah -2a Cos(2))f la on obtient un système infini d'équations linéaires pour les coefficients 


L d L E À z D D D 
de Fourier : (e tv) 27 dicii "oul. Ce systéme peut s'écrire sous forme matricielle comme 
suit : 


d 0 - op [5] 
(v -4y d C_2 C_2 
0 q (v = H 0 Am …| Ca Cj 
0 0 q v’ q 0 0| co [24| cy | & (H, - A1)C - 0 
0 q (v «2y q € €i 
0 q (v 4 4y C3 C5 
[0 0 q JL MIN 


C'est donc également un probléme aux valeurs propres. 


Une solution non triviale est obtenue lorsque le déterminant Gen, -;y)-o s'annule, ce qui en 


théorie conduit à une équation transcendantale en l'exposant v. On peut montrer que la solution 
de l'équation transcendantale est donné par l'expression suivante : 


ied and (o) (5 JA ) si À#21 
T 


où l'on doit calculer le déterminant suivant : 


v= 1 4reCos(2A(1)-1) si A-2l 
T 


0 0 
1 7 0 
he A -2 
0 q 1 q 0 
(v-2 FA (v-2y -14 
q q 
A(v)= Det| 0 0 7 1 SC 0 0 
q d 
0 1 
(v «2p -A (v+2} -12 
d 
0 1 
(v+4)ÿ -2 
[0 0 d 
D'oü : 
| 0 0] [ 0 T 
7 q 
] 0 m í À 
(4P -2 BP c 
q q a r 
$ L 0 0o UN ue 0 
Qy -4 DI -4 1-4 E 
A(0)=Del0 — 0 e 1 SS o 0 A)-nejo 0 À 1 d. 9 
q q q q 
0 1 0 1 
GP -1 GP -1 BF-a 33-4 
q 0 q 1 
SE a GR -2 
|o 0 | [0 0 
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Cette méthode s'entend si l'on connaît par avance le paramètre A de l'équation de Mathieu. On 
peut avoir le cas contraire oü l'exposant caractéristique est connu et l'on cherche à déterminer les 
coefficient de Fourier de la solution. D'autre part une valeur approchée de l'exposant 
caractéristique est obtenue en limitant la taille du systéme matriciel. 


Méthode de calcul des coefficients des fonctions de Mathieu angulaires d'ordre non-entier 


Une des méthodes utilisées pour calculer les coefficients de Fourier des fonctions de Mathieu 


angulaire consiste à diagonaliser la matrice symétrique pn au en la fixant de taille 
(2N+1)x(2N+1) : 
[ 3 0 " 0| 
Tod -14 q 0 e 
0 q (v-2»-A o 0 Ee T 
H -A1-|0 0 q vi A q 0 0 
0 q (v + 2y — À q 
m 0 q (v «4 -A 
[0 0 q | 


où N est l'approximation choisi pour le nombre de termes du développement de Fourier. Les 
coefficients de Fourier sont alors (à une constante globale près) les coordonnées du vecteur propre 
de la matrice y, - ;4 de valeur propre nulle, soit toujours la plus petite valeur propre admissible. 
D'autre part la diagonalisation de la matrice y, lorsque l'on connaît l'exposant caractéristique 


donne comme valeur propre minimale le paramétre À. 


Cela implique évidemment que l'on connaisse a priori l'exposant caractéristique de l'équation de 
Mathieu, et l'on se reporte au point précédent pour sa détermination à partir du paramétre A. 
Typiquement dans un probléme aux limites en coordonnées elliptiques cylindriques, les conditions 
aux limites permettent de déterminer des valeurs d'exposant caractéristique, d'où la connaissance 
du paramètre À et de la construction des coefficients de Fourier de la solution. 


" " " . . 1=+00 
On note la solution angulaire construite, la fonction me, comme suit : ne (z,q)= en (getan. 
1-—oo 


Cette fonction est a priori à valeur complexe. La normalisation communément choisit pour les 
fonctions me angulaire est telle que l'intégrale suivante sur [0,rt] soit égale à x: 


1—-4o0 


Kä (ey, (el =1 


12—o0 


JE 
faxme, (x, q)me, (-x,g)= qm => 
0 


Par construction on peut alors déduire les fonctions paires et impaires ce et se, comme suit : 


1=+c0 


ce, (z,q)= b3 c; (g)Cos((v + 21)z) - 


me, (z, q)+ me, (- Z, q) 


12—oo 


2 


se, (z,q)= Sa (q)Sin((v +21)z) 


12—oo 


me, (z.4)7 SS (z.q)* i se, Lal 


me, (z.4)- me, C z,q) 
2i 
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Les fonctions de Mathieu d'ordre non-entier sont en général des fonctions à valeur complexe : 


me, (z, q) = ce, (z, q)+ ise, (z, q) ec 

Pourv,zeR > ce,(z,q) e R se, (z,q)e R 

me, (z, droe (- Z, q) -R 

me, (z, q)- me, (- Z, q) 
2i 


> ce, (z,q)= e(me, (z.)) 


se, (z, q) = = Im(me, (z, q) 


Mais pour des exposants caractéristiques complexes quelconques, notamment dans les fameuses 
zones d'instabilité, alors les fonctions me, ce et se sont toutes trois à valeur complexe. La fonction 
posséde la propriété miroir suivante quelque soient les valeurs de q, z et v: 


me, (z,q)+me, \—z,q 
wel me, (2.9) eee eene) C6) 
me-\z,q)=me,\-z,q 
: r se, (z,q)= me, (z.q)- me, (- z.a) se,(2,4)- se, (2,4) 


2i 


Lorsque les paramètres q et l'argument z sont réels, cette propriété s'écrit : 


me; (z,q)= me, (-z,q) ee 
se, (z,q)= se, (-z,q) 


La propriété miroir du nombre caractéristique À, donné par les deux auteurs J.Meixner, 
F.W.Schafke dans leur ouvrage « Mathieusche Funktionen und Sphaeroid funktionen » : 


As (a) - 2, (a) 
Lorsque l'exposant caractéristique change de signe la fonction de Mathieu me est équivalente à la 
fonctions de Mathieu d'argument négatif : 


me, (z,q)= me, (-z,q) 

ce, (z,4)= Mey (z, SE C Z, q) 

me_,(z,q)- me.,(-z,4) _ me, C z.a)- me, Cz.) _ 
2i 2i 


- ce, (- z,q) - ce, (z.q) 


se, (z,q)= se, ( z,q) se, (z,q) 


Les changements de signe de q et de l'exposant entraîne également les relations sur les coefficients 
de Fourier: (a) (a) et exCa)- Ci ena) 
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Dans le cas oü l'exposant caractéristique est purement imaginaire, z, q étant réels alors la fonction 
me est à valeur réelle, tout comme la fonction ce et la fonction se est purement imaginaire 


me; (z.q) - me ,,(- 2.4) me, (2.4) me; (.q)e R 
vie — ca a) ce. (^ 2.4) cer (7.4) cen (2,4)e R 
Seir (z,q)= se_;,(— z,q) = —$Se;, (z,4)=> se, (z, q) EeiR 


On établit la propriété de réalité de la combinaison linéaire suivante : 


Ae ui ne (9-4)me, C 05.4) me, (8.4 )me, 0.4) 


2i 
En effet »(0, q) Ss (ce, (0, q)* ise, (o, ace, (CA > q)- ise, (0, > ds CR > q)+ ise, (0s H o lee, (o, q)- ise, (8, q)) 


=> DCH q) =se, (8. a ke, (05, q)- Se, [CA oke, (0, q) 


Formules de connexion par le changement de signe de q 
Lorsque le signe de q change, les fonctions me, ce et se peuvent se calculer comme suit : 


iv ivre 
me, (z,-q)- e ? me, al me,(- z,-4)- e ? me [-2-5.a) 
A T 
ES de sd +me, “Fra 
ce,(z,-g)=e 


E - me, E ad 
2°1 v 2 


ivr me, 


se,(z.-q)- e ? 
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Démonstration de la formule « miroir » pour les fonctions de Mathieu Angulaires d'ordre 
quelconque 


L'application de la formule miroir implique la relation suivante sur les coefficients de Fourier du 
développement de la fonction angulaire de Mathieu : 


me-(z,q)= me, (= 2 ,q) 


X — me-(2,3)= c ca) y^ zäit — c ESO i(v+21)(—z) 
me (e.9)= S el (qe DE X 


12—oo 


Il suffit donc de montrer que c5, (q) — ex, (q) 
Il suffit alors de revenir à la détermination par récurrence des coefficients : 


SU. q.v) - acti (a)- (a - (v + 21} ex (a)+ aei s (a) = 0 


q ^q v >v = CECR KC CT EE VR 
JER l5 RU. SET act s (a) - (v +21 ale acf (a) - 0 


On constate donc que la relation de récurrence est identique et compte tenu de la régle de 
normalisation sur l'intégrale : 


H (x, qme, (= x, q)- m => Kaf (4) = 


1——oo 


on en déduit bien que : (v (y. 
q C21 (z) = C2] (a) 
Lorsque l'exposant caractéristique v est purement imaginaire, soit v=it, et q réel il vient : 


1=+00 
ne eee tet cen ir Sietla Soest 


1=—00 l=1 1-—oo 


esl" (a) - ei c5 (a) |> - cl (q)+ Dei (q)e?* + Des (em cl Quy e (q)e?'* + e, (qe | 
c * (a) c5; (a) 1-1 
EOD (a)+ Y LET Jer 


que ce passe-t-il : v=n+it 


à finir 
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Résumé de quelques propriétés des coefficients de Fourier pour les fonctions de Mathieu anqulaire 
d'ordre quelconque 


C (a) = c (a) 
ex C a)- (1) ex (a) 
ci (a) cxi(a) 
"M E (a)- ett (a) ell HO - eh (a) 
c5 (a) - ex (a) 9 el" (a) e (a) 


Construction des solutions radiales d'ordre non-entier de l'équation de Mathieu modifiée 


Les fonctions de Mathieu modifiées sont solutions de l'équation modifiée de Mathieu : 


f" (2)-(&-2« Cosh2z))f(2)- 0. A partir de la construction des fonctions angulaires paires et 
impaires, on peut en déduire les fonctions radiales paires et impaires sous la forme : 


Je, (z, q) = ce, (+ iz, q) Jo, (z, q) = Fise, (+ iz, q) 
me, (z, q) = ce, (z,q)+ ise, (z, q) > me, (- iz,q) = ce, (- iz, q)* ise, (- iz, q) - Je, (z, q)+ Jo, (z, q) 
Me, (z,q)= me,(=iz,q)= Je, (2,4)+ Jo, (2,9) 
j Melee) Ms ona). Me d-Me(-26) 
2 2 


> Je, (z.q 
Les fonctions radiales Me, Je et Jo sont à valeur réelle et admettent le développement : 


Je, (z,4)= Sa (q)Cosh(z(v + 21)) 


[—-o0 
Me, (z,q)= me, (iz, a) - 9 cy (a)e ?? => AE 
ve Jo, Le, al 5 cj (q)Sinh(z(v  21)) 


12—oo 


Ces fonctions radiales paires et impaires sont indépendantes. Pour certains autres problémes aux 
limites, on est amené à utiliser parfois d'autres combinaisons linéaires de fonctions indépendantes 
comme les fonctions M? par exemple, où l'indice désigne l'utilisation de développements avdc les 
fonctions cylindrique de Bessel J, Y et Hankel H1 et H2. Les fonctions Mc et Ms sont remplacées par 
une seule fonction M, . La connexion avec la fonction radiale Me exprime la stricte 
proportionnalité avec la fonction M". Elle est établit comme suit : 


Me,(z,a) Mz. q) 


— — hant Me,(0,9)— 0, 
Me, (0.) UG loq) sachant que e,( q) me,( q) 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 629 


Ces dernières fonctions MÄI sont indépendantes deux à deux suivant l'indice j=1,2,3,4. Elles sont de 


la forme : 


j-A234 cPG)-J,6) Cl Kiel Mil CPG)» nPG)- a)i) cf96)- 8? G)- 4,6), ) 


Witsel — Ste (cl acoso) iG.) 6.5) ZED «an ki Aere 


d me, (0, q) ei Lem 


Développements valides pour Re(z) >0 et ICosh(z) >1 si j=2,3,4 


ja E G) () ie ? Coth(z) T () 
> (ah La Sinh(z)) MI q)- D v «21i (a)? (o fassin(z)) 
me, "(x/2,q) 


me, Lo? H q) [= v 1=-0 
Développements valides pour Re(z) >0 et |Sinh(z) >l si j=2,3,4 


eher) age Yat fue ett un 
H [——o0 


MU, q)- 


s (we (q) 


VzeC 
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Les dérivées premières des fonctions M s'écrivent : 
j-1234 Cl Ais) Cl Kl m) Cl n9 () 27,3) (9). c) n)- 7, ir, (x) 


my d 22 P X D c Acha b Jacosn(z))- cl, a Cosh(z))} 


" Sim Ce c) b (o facosn(z))- c? Goetz 
MPa) Ah ia | 
me, A0, q) Z targ aco) 


Développements valides pour Re(z) >0 et ICosh(z) >l si j=2,3,4 


MU al TS CO edasine) -caaea 


ivr Cosh’ (z)q (j) inh(z)|— UI Zubl z Ir 
mb) z.q)- ie ` Se - 2l )c* Sinh(z) Ic des h( ) cO, bas h( ) 
v ( ,q) me ei? ; 2. ki (a) 1 
RE eg beau) 


Développements valides pour Re(z) >0 et |Sinh(z) >l si j=2,3,4 


E wech (a). le oss) MU (2,9) = 


1 Jae Jı- ae ki al ge )-cl pU s: Wa e dä n 2 
2E e Ge up Jae^ b -s- NI e 2:2 Ji. NT e Xv ge) ind 


Le Wronskien M et M,” est: 
W AM Oz, a) Mz, all M e, qM P (z, a)- M0" (2, al Eltz al 


à [D 


Le Wronskien M," et M® est: 
lui al MEg) = MV gM a)-e, gM PIG.) = À 
«m 


Les formules de connexions concernant les fonctions radiales Je et Jo sont simples : 


> — Me d (1) 
Je, (z,4)= Me, RUE MER z,q) Jo, (z.4)- Me, (z.a) Ml z,q) Me, (2,4)= me, Ge 
() ur. AE H 
Je, (z,q)= me (0.a) M; (z,.q)- M; ( z,q) Jo, (z,q)- me a) M, (z.q) M, ( z,q) 
Mina 2 Mi o.a) 2 
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Pour ces deux derniéres fonctions c'est le développement en produit de fonctions de Bessel valable 
sur tout le plan complexe qu'il faut utiliser : 


Ma) S Clarus Lach, oe") 
V s (a) Jm 
s Mad (a). le sse [oe 
= MO) wu Y Cat Gn rus) 


1=+0 


Al Gd me MPs MP nd) me 0.9) 1 Se Äëech,, ne) re as ne") 


oj, Mina 2 Mo, a) 2c? (a) —. 
uic c EE 
d Le meo MEME 2) mee) $. St. yeg Cte lee ena her 
oj, Mila 2 MT, q) 4c (4) [ae Mae Nada), eech. 
EE e | 


Il reste également à définir les fonctions solutions de l'équation modifiée avec le paramètre q 


négatif, soit solutions de l'équation modifiée fk (a + 24g| Cosh(2z))f(z) - 0 


On part des formules de connexion des fonctions de Bessel J, H1 avec les fonctions de Bessel 
modifiées let K : 
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Que l'on injecte dans les formules de la fonctions M," (z*in/2) pour q >0 : 


in in 


S : Ld D Ie) iz HE Ho 

Cosi z + z) = Simnas E = iSinh(z)= e? Sinh(z) si: + z) = iCosh(z)= e? Cosh(z) e ( "2 ) =e 2e 
Tan z + e = Coth(z) cul: + eil = Tanh(z) 
Mere) iok RO 101070) 

() iz E Gei SE mo e, 
len Balen A Ak halo) A AT Oa acosa) 

() iz ie ? Coth(z) Es e 3 
IE alt Tos) 220 «20a Gr ab smit) 

() imo) ie" Tanh(z) RSS y m 
M eaa je er) 2) eater nal facon) 

0) iz (1) eo? RS. - 
M eaae Fe Years Wach... Meel ` vi Mei reo 

D ]2—oo 


Puis dans les formules de la fonctions M,” (z+ix/2) également pour q > 0 : 


= M9 


= M) 


Iu 2i e 2 l=+%0 " | 
2 s z me, 0.3 2^ (ol, bo Jasinn(z) 

iz 2i 1 1=+0 e | 
2 Si m 623 24 ) e (a) v+21 VaCos (z) 


ivr 


, V rv E l=+0 
E bat) 


2 m me, '(0, q) = 
iz 2i iTanh(z) iuo 1 
P 1} (v +21)cY (q)&, 2 24/4 Cosh 
2 D: me, (12,0) éch Y (+21); (a) T VaCos GU 
- 2i SC 1=+0 , , f , 
H d |= - e (q) Da (a). (Vae leur (Vae ) s/ uch (q),1 | 
5 1=-0 


Par ce passage on peut alors définir les fonctions radiales modifiées de Mathieu avec le paramètre 


gel: 
j=12 


eo 


v 


1 
4- me, (0,q) 


a)= 


ct (a 


=) PEK) o q=- 


ivr 


l=+ 


Èe (ae, b. fiasco) Gut 


Jm 


rm NO Ye 221) al, b. fiasco) 


me, Oe 


Jm 


iva 


SEH Jon $ ne Nm > 21, h Jon " SN 
SE (act), b. fiaicoshco)) MU, g)- Ge EI Uh, ! 21)cj (a), b Droe 


teles) ith. 


q 


"xg event e ett i 
5 Jm 
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Soit les formules de connexion suivantes : 


sau #)- eT HU, 


) e(t 
2 


Etant donné ces formules de connexion, on en déduit tout de suite le Wronskien entre les deux 
fonctions de type 1 et 2: wii, ol Me, q)}= mOl i P, al. Gs, 9) (z,a)- 1. Les dérivées 
premières des fonctions radiales modifiées de Mathieu avec le paramètre q < O s'écrivent : 


j=12 Or) CO()-k,() eo o 


Md D (a) jen bi Sinh(z Ok c. b sme) 


Tem n CU) inh(z 
ii Ula Em in jm c d Dad h( ) Ja IN" E Jeu CU lat: L e, b 2 fai SinA(z j| 
ae- LE EY X volle), Eet: Er besat 
Ze T EU) osh(z 
M Oz g)- P 1) (v + nes D GE Jeu, b 2 la|cosn(z) (3e e, b 2 flalCosh(z) Eu SE h( ) 
o sta € e eene Jet e 
vi Max; (a | Iel-o, I M\ ‘er (a i PER (Jile Je ci. LJ e) ert / -" 


Ces deux fonctions radiales sont bien solutions de l'équation différentielle pour q « O : 


»'(z)- (4 -24 Cosh(2z))y(z)= 
e» y" (z )- DEER Cosh(2 (2z)}v (z =0 


Pour se rapprocher des fonctions de Bessel modifiées I et K, utilisation également la notation 


) 


Et notons ces fonctions n'ont pas été construite de manière à être paire ou impaire, contrairement 
aux fonctions modifiées de Mathieu d'ordre entier (radiales), le, Ke, lo, ko. 


St OM ^ ki) Et 


d d d q 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 634 


Quelques propriétés des fonctions de Mathieu radiales I”, et K”, d'ordre purement imaginaire 


Par ailleurs suite aux formules de connexion entre les fonctions de Mathieu radiales d'ordre non- 
entier selon le changement de signe du paramétre q : 


iva iva y iva 


= QUE E) =e? D (a)e?i"(na M St " Ze e 2 Hiel: SS ER (2,9) 
Lorsque l'exposant caractéristique (ou ordre) est purement imaginaire, nous posons : 


ir 


. NL B 2i RA 
V=iT aia )-e 2 1"(z,q) wël Bal 2 K"(z,q) 
m 


On sait que les fonctions de MacDonald sont à valeur réelle, et pour les fonctions de Bessel 
modifiées I d'ordre purement imaginaire leur partie imaginaire est proportionnelle à la fonction de 
MacDonald, plus précisément à l'aide des formules de connexion entre fonctions de Bessel 
modifiée | et K (voir l'article de T. M.Dunster de 1990, «Bessel Functions of Purely Imaginary 
Order » ): 


xeR o K,(x)- —— QG) er Le 6)5 Lk" 1, 097 206) 


2iSinh(xr 
Kj (x) mer d Im(1,, (x)) et Kn (x)- Ma (x)- 1a; (i 
Sinh(zc) ) 
De plu — Kia (x)- K all 


p 2Sinh(zr 


Avant d'utiliser ces deux formules de connexion rappelons la construction de la fonction angulaire 
me : 


~ 


=+00 1=+0 


xeR me, (x,4)= M cs (a)e a me, (xa) 2 e? V cii (a)? 


=—0 Jm 


Propriété miroir me, LS, q)- me, (- 7; q) => me, "m )= mej, (- X, q) et me, (x, qg)=me.;, (- xX, q) 


1=+0 l=+0 Ten 


Pour x -0 me, (0,q)= X c(a) et mei (0,4) 5 es (a)- Ae Miel 


In ]-—oo 1=—0 


~ 


To 
Or Miel cii (a) me (0.4) - 9 e (a) men (0,q)= me, (0.4) e R 
Jm 
l=+%0 | . 1=+0 . : 
— me «(-x,q)- € * 9 e (qe ^^ = e? S cs (aj = men (xa) 


In Jm 
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De la propriété miroir, on en déduit les propriétés suivantes pour les fonctions paires et impaires de 
Mathieu angulaires : 


=> Meir (- X, q) = Meir (x, q) = Meir (x, q) = Meir (- X, q) => Meir (0, q) = Meir (0, q) 
ce (x)= 5 mer (s) + me (a) = $ meis es a) + mei Ga) = Relne,. (s.a) eR 
1 1 
ses e.a) o = me, (s) mes (x4) = o meis essa) mea ll Im(me, (x. ale R 


Étant données toutes ces formules, on peut tout de suite en déduire une valeur réelle pour la 
fonction K”, : 


1=+0 
Kj (x,q) 225 (q) Kira o faiSinMx ) sachant que K_i 2 (Va Sinn(x )- Ke (2VaSinh(x ) 
1 Jo E 1 Jo ET 
K".(x,q)- K (x dee OK bhagat ma 226) 21 MDK ir- aO fasinh( )-x Kir (x ,q) 


Pour la fonction JI, il vient alors une formule de connexion similaire entre les fonctions Il et K : 


" 1 Î=+00 - ; 
T; (x, q) = 02 Lol, bo fasinn(x) 

x 1 1=+00 M 1 1=+00 ET 1=+00 " 
I Lal = "Pe Lol ini b fasinn())- ox m P2 -2l (a) iai LJasina(x))= Ce (a) a b fasinn(x) 

A F " 1 1=+00 "E 
> Eri (x.4)- 17 (x,9)}= eum e TER Ie b fasinn()- lico (o fasinn(x) 
1 Jo e ` 
- 700 2 Lol, b fasinn(x) E 
» ie im m qm 

Elsa sy o) rts) 


On peut retranscrire cette formule de connexion à l'aide de la partie imaginaire de la fonction l"';.: 


1=+0 1 La 1 Ge E : 
125 ^2 2,9) "PET La Sinh(x))= me, (0,4) Sc i C) b Jasinn(x))- me. (0,9) D ci (alisa LJasina(x) 
it IT \ > 17 [2—oo =T ANC? 17 [-—oo 
a) rd) Kec) 8 t sa) e tea) EG] ims) 


Soit que la fonction K";.est proportionnelle à la partie imaginaire de la fonction l”;. Cette dernière 

propriété a une conséquence immédiate sur la combinaison linéaire suivante qui a toujours à 
m m m m 

valeur réelle ; (SK zero a) - 15 ros a) K (6,9) quelque soit x et xO à valeur réelle. Pour s'en 

convaincre il suffit de séparer pour la fonction l”; la partie réelle et imaginaire, cette dernière 

s'annulant dans la combinaison linéaire. 
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Pour ce qui est de la construction d'une fonction indépendante de type l", il vient d'après la 
propriété miroir : 


If (xa) 1^. 6a) = 12 05a) 1^, (xq) 2 125a) 1^, (a) e R 


1=+00 


Itesa) 15, (ge ef (Ma fiim. ain) 


Im 


A partir de cette propriété miroir on peut en déduire une propriété supplémentaire sur les 
coefficient de Fourier de la fonction me: 


In xq) 155, 6 a) a) 175 a) o 15 Ga) 15, Ga) e R 


DE (a) Yrs GJ Stall, Ja bas} Se Or Gast E e asm) 
3 SE (a) 21 LJaSina(x) o)l) Sch (2 Va Sinh(x JS eel. ue asm) 1 efe) 


Im 


> E (a)- enia) 
Normalisation des fonctions ID, et K^. 


De la construction de ces fonctions de Mathieu radiale d'ordre purement imaginaire, on voit que 
les facteurs exponentiels s'annulent ou divergent lorsque t prend de grande valeur. Il est donc plus 
commode pour la résolution numérique de certaines équations transcendantales d'utiliser des 
fonctions normalisées desquelles on a neutraliser les facteurs exponentiels croissant ou 
décroissant . Par exemple la substitution suivante peut étre opérée : 


TT 


Ki(z.a) K"(z,4)- Ze "E (2.4) 


[s TE 
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Développement limité des solutions angulaires d'ordre non-entier de l'équation de Mathieu dans 
le cas d'un paramétre q proche de 0 


La méthode décrite ici est exposée dans l'ouvrage de MacLachlan de 1947. Comme la solution 
recherchée est une solution périodique le développement limité est trouvé en éliminant les termes 
non périodiques. Travaillons avec une solution paire d'ordre non-entier. Pour cela on développe 
cette solution en puissance de q, en sachant que lorsque q-0, la solution paire est connue ainsi que 
la valeur de la caractéristique À, ainsi que le paramètre caractéristique de l'équation de Mathieu 


F=+00 Ikon 


y(x)= Ce, (x)= Cos(v x)+ DAC (x) | Av)ev?« 2,70, (v) 


rel 


Et l'on injecte le tout dans l'équation de Mathieu : va (a0 )-24Cos(2x))y(x)= 0 


En isolant chaque puissance de q, on obtient un systéme d'équations différentielles sinusoidales du 
second degré comportant des termes inhomogénes de la forme : 

q’ > -v?Cos(v x)+v?Cos(v x) =0 

EN > C," (vx) v?C (v, zl Cos(v x)a,(v) Cos((v 2)x ) Cos((v i 2)x)= 0 

qi C," (vx) v? C, (v, zl Cos(v xJa,(v)+ Cl. Je, (v)- 2Cy(v,x)Cos(2x) = 0 

q 2 C," (v, x)- v?C, (v,x)+ Cos(v DES (v) C. C, (v,x ja, (v)+ C (v,x)a, (v)- 26; (v,x)Cos(2 x)= 0 

q* > C," (vix) - v2 C, (v, x)+ Cos(v xjaa(v)« Civ, x)a, (v)+ Cer: Ce, cache )-2 2C yv , x)Cos(2x) - 0 


Dans la résolution du systéme d'équations différentielles, on s'attache à déterminer les seules 

solutions particuliéres. Le principe est alors d'identifier pour chaque équation des termes non- 

périodiques dans la solution particuliére. Dans ce systéme les seuls termes inhomogénes générant 

des solutions non périodiques sont les termes en Cos(vx) et Sin(vx). La solution particuliére de 
HSE Cos(v DÉI x xSin(v x) 

est la suivante : 4v 


l'équation différentielle : y (sx) ev^v(v.x)e Cos(v x) 


sont alors de la forme non-périodique xSin(vx) ou xCos(vx). La solution particuliére de cette 


sav (ral else drai Ch 
équations différentielles est la suivante : SSC 


C'est l'exclusion de ces termes non-périodiques qui permet de déterminer les coefficients de la 
caractéristique À. De proche en proche on détermine ainsi tous les termes. Les premiers termes 
sont assez facile à déterminer par un calcul direct, pour les termes d'ordre q plus important, on 
peut utiliser Mathematica pour les déterminer. 
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Voici le développement de la caractéristique À jusqu'à l'ordre 8 : 


r=+0 


Av.q)- v? * 2 ral) orl: as(v)- as(v)- as(v)- as(v)- av)" 0 


SE 1 Vi. 7+5v° zu 294 58v? +9v* 
Te lee x(-(-4 75 eq a -o) 
is 274748 821565 v? - 64228 v* -140354v -9144 v? - 1469 v!° 
819242 -1 (2-4) (2 -9k 16) 


Pour obtenir des ordres supérieurs il suffit d'identifier les développements à l'ordre q recherché 
dans l'équation transcendantale qui permet d'établir la valeur du nombre caractéristique À. Cette 
derniére met en jeu des fractions continues : 


Av,g)2 A A-v? zi - 1 


Notation des fractions continues 


2 2 2 2 


q q q^ "m q q d Se 
A-(v«2y -) A-(v«4P-) Achse — a-(-2Y-) aA-&-4-) Ach-af-J 


A-v? 


En identifiant les puissances de q du développement limité, on retrouve les coefficients jusqu'à 
l'ordre 8, plus un autre coefficients à l'ordre 10 : 


4453452 + 20651309 v? +13541915 v^ -2844430 vÉ -1039598 v8 + 69361 v/° c 4471v? 
ajo (v)- 2 DI: 2 2 2 
163844 1) ( A ( of 16]v 25) 
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Et le développement de la solution angulaire paire des 6 premiers ordres : 


Ze (x) - Cos(v x)+ F (v,x) 


r-l 


aae 1 meum Cos((v 2h) Stee 1 Kä -4)x). EU. 


4 v-1 v4l 32|(v-1kv-2) (v+1{v+2) 
€ (v xs Cos((v — 6)x) Cos((v +6)x) di GA «v? Kalb - 2)x) um «v? Kolle 2)x) 

"TT" 384(v-16v-2Yv-3) 384v +1 +2v +3)  128(v-1)(v-2Xv+1) — 28v «19 (v 2Yv -1) 
€ (v SE Cos((v -8)x) " Cos((v +8)x) (o-5v «v? Kaell -4)x) (DEE +v? Kalb + 4)x) 

S877 6144y -1v -2v -3v -4) Glädle lv 3 2 -3Yv +4) 768 le be — 2 3) 768(v +1) (v -1v + 20v +3) 
€ (v x) S Cos((v m 10)x) Cos((v + 10)x) i 

58177 122880 (v -1 v -2v -3Yv -4v -5) 122880(v DEEN EEN DEET DEEN 

(36v «v? Kolb —6)x) (36v «v? Kalb + 6)x) 


8192(v -1) (v+1Xv-2Xv-3Xv-4) 8192(v 1) (v -1v - 2v 3Xv +4) 
 (232+13v+47v? -8v? +8vt-5v5 ev cos((v -2)x) (232-13v 41v? «8v? e +5v5 +v Cos((v +2)x) 


3072(v -1P (v +1) (v « 2Yv - 2v -3) 3072(v +1) (v -1P (v - 2v +2)v +3) 
€ (v e Cos((v -12)x) i Cos((v +12)x) i 
SC 2949120 (v -1v -2v -3v -4v -5(v —6) | 2949120 (v «1v - 2v +3\v +4\v - 5Yv +6) 
(6-7 «v? Kolle -8)x) (67v +v? Kalb + 8)x) 


122880(v -1) (v +1\v -2Y(v -3Xv — Ale -5) 122880( +1) (v—-1Xv - 2v e 3Xv +4\v +5) 
x (19268-15344 v «4739 v? -2938v? +1945v -1180 v? 4 533v -122 v? «11v Kolb: — 4)x) 
196608(v —1) (v +1} v « 24v - 2 (v -3v — 4) 
19268-15344 v +4730v? + 2938? & 1945v* +1180v° +533v°+122v? «1v? Kaell +4)x) 
196608(v +1) (v -1) (v - 2v +2) (v - 3Xv +4) 
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Pour les ordres 7 et 8 il vient : 


€ ^ xs Cos((v -14)x) Cos((v -14)x) 
777 82575360 (v -1v -2yv -3Yv -4v -5yv -6v -7) 82575360 (v 1v  2Yv e 3Xv Abh +5{v 6v +7) 
Do ae «v? Kache -10)x) (98v ev? Kache +10)x) 


2359296(v -1P (le - 2v -3v -4v zb -6) 2359296(v +1) (v Abus 2Yv 3v a 4v 54v +6) 
(L9788-14104v &3345v? -2404 v? 18335 -1160v* 4675-92" 1^ JCos((v-6)x) 
1310720(v - 1) (v 1) (v - 2Xv - 2) (v - 3v Ale -5) 
(L9788+14104v 3345y? 42404 v? +1833v" +1160v° +467v° «92 y? 1v Kolle + 6)x) | 
1310720(v +1) (v -1 (v - 2v +2) (v « 3Xv 3 Ale +5) | 
(224244 481248 v + 740775 v? - T8 V v? 320279 v* -117688 5 e 41230v5 -5008v7 -534v 184v? 355v 10v +11v? SE - 2}x) 
| 786432(v -1) (v 1) (v « 2Xv -2) (v -3Xv +3\v - 4) 
(824244 +481248v + 749775 v? +778142v° 320279 v* 17688 V 41230v5 5028 v" -534 V 184v? 355v 110v +11v? cos + 2}x) 
78643X(v 1) (v -1) (v - 2v +2) (v -3v 3 Yv +4) 


č (v d Cos((v -16)x) Cos((v +16)x) 
S117 262411520( -1 pv -2v -3Xv -4v -5v -6v -7v -8) 2642411520(v be 20v +3Xv +4]v +57 +6v 7v +8) 
(22-9 SIDEN (2+9 +v? JCos((v +12)x) 


55050240(v - 1) (v 1v -2Yv -3Xv - 4v -5Yv - 6v 7) 55050240 PL Vv «2v +3)v +4/v+5v +6) +7) 
(70616-46518v +8647v? - 7398? - 6219v* -4002 3 1477 v5 -258v7 +17 v* Kcos((v -8)x) 
47185920(v -1) (v +1) (v -2Yv - 29 (v -3fv - 4Yv - 5Xv - 6) 

(10616 -46518v +8647 v? +7398v° +6219v* +4002v° +1477v° +258v7 eko 8):) , 
47185920(v +1) (v 1) (v -2v 2) (v -3Xv  4Xv +5]v +6) ' 
G361176-1300028v + 2616438 v? - 2503397 v? 4835967 v^ — 334272 v? 498252 v5 7642 v! -978v* -1612v° +1126v"°-249v! «19v? |Cos((v All 
7864320(v be 1) (v -2Yv - 2 (v - 3v 3Yv -4v - 5) | 
[5361176-1300028v + 2616438v? + 2503397 ? «835967 v^ 4334272 v? 498252 v 1642 v! -978v «1612 v? «1126v? «249 y 4 19v? Kosllv +4)x) 
7864320(v +1) (v -1 (v -2v « 2 (v EE DEE DÉEN 
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Le développement pour la fonction impaire est identique en substituant Sin à Cos. Il vient donc 
pour la fonction angulaire me, le développement en substituant la fonction Exponentielle, soit : 


r=+00 


me, (x)= e" + Sah, (v, x) 
r=l 


5 e"* e JD e" Xs el"* e Hr elt 
M - M - 
isa) 4 Z GE hal 32 las Ze al 
SS (1- 4v +v? p? DA Ae ev? kën 
128(v -1 (v - 2v «1). 128(v 1) (v - 2v -1) 


e DÉI e 


M vr 
slv, x)=e 384(v -1v -2v -3) 384(v +1v - 2Yv +3) 


e? e 

PAS e144(v Ubu -2v -3v -4) e144(v - 1v 2v -3Yv +4) 
y,x)-e | j 
i 10-5v +v? km 10+5v +v? p^ 


- 768(v -1) (v -1yv -2v -3) 768(v 1) (v -1Xv + 2v +3) 
e 0» nu 
122880(v -1fv -2Xv -3Xv -4Yv -5) 122880(v -1Xv + 2Yv «3Xv Abel 


134 6v +v? Dag 


2 | —6ix 
M(v,x)= ei" + Gaz k 3 
8192(v - 1 (v «1Xv -2Xv -3Xv — Al 8192(v +1} (v - 1v 2v z 3Yv +4) 
(232-13v e 41v? «8v? «8v esi ev p 
3072(v 41) (v -1P (v - 2v - 2v +3) 


nn 


(232 13v 41v? -8v c8 -5v5 ey S eo 
3072(v -1) (v +1) (v +2Xv -2v -3) 


e * 
2949120 (v - 1v - 2v -3v - 4Yv - 5\v 6) 2949120 (v 4 1v - 2Xv - 3v - Abu - 5Yv +6) 
(6- 7v +v? 164 7v ev? p** 

wal 122880(v -1 (v «1v -2€v -3kv - Ab -5)  122880(v +1) (v - 1v  2Yv +3\v - 4Yv +5) 

Mies (19268-15344v 4739 v? -2038v? «1945 v* -1180v5 +533v% -122 v7 115^ 

196608(v — 1) (v +1) (v « 2v -2f (v -3v 4) | 
(19268-15344 v 4739 v? + 2038 v? +1945v* 1180? 533v «122v? Uu kr 

196608(v +1} (v -1) (v - 2v +2) (v «3v +4) 
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Pour les ordres 7 et 8 il vient : 


-|4ix 14ix 
e e 
82575360 (v Ah: -2v -3v -4v -5)v -6v -7) 82575360 v 1v 20v 3v 4v +5\v 6v +7) 
DET kim [DE 


| 2359296(v -1P v +v -2]v -34v Abr le el 2359296 +1) (v -1v 20v 3v Abr 5] +6) i 
 (19788-14104v +3345 v? -2404v? +1833v* -1160v5 4675-2] +7 vf 6 
| 1310720(v - 1 (v +1) (v « 2Yv - 2 (v -3v - 4fv -5) 
(L9788+ 14104v +3345v? +2404v° &1833v* +1160v° +467v°+92v? eye 
1310720(v 1) (v -1) (v -2Yv 2) (v -3Yv 4f +5) 
| (24224 - 481248 v + 4915 v? -778142v +320279v* -M7688 v *41230v* -5028v' -534v3 -184v +355v -110v Uu ee 
| 786432{v -1) (v 1) (v 2Yv -2) (v -3v 3 v -4) 
(24244 -e 481248 v & 749775 v°  TISV +320279v* +117688v* +41230v 50287 - 534 e 184v 355v e 10v 11 p^ 
78643Xv +1) (v -1) (v -2v 2) (v -3v 3) +4) 
PR ele 

2642411520(v Ae -2v -3v -4fv - 5v - 6v -7v -8) 2642411520v 1v 2v 3v 4v 5X pe 7v +8) d 
" PR [29v 2 p? | 

55050240( —1) (v 1v -2v -3v -4Jv -5 v -6v -7) 55050240(v +1} (v Ae 24v 3v 4f ze 64v) 
h (70616-46518v «8647 v? - 398v? + 219v* -402 v3 TT v^ 258v +17v p i 
ne 47185920(v -1) (v+1) (v « 2)v -27 (v -3Yv -4v -5v - 6) 

|  (10616+46518v +8647v? +7398v° + 6219v* 40005 +1477v6 4258 e 

47185920(v +1) (v -1 (v - 2Yv +2) (v +3v +4 +5fv +6) 

Gs61176-1300028v *2616438v? - 2503397 v? «835967 v^ 33422 v? «98252 v* -7642v" -978v* - 162v? - 
i 7864320 1) (v 1 (v 2) -2) (v -3]v 3v - 4v 5) 

b361 176 +1300028v + 2616438v° +2503397 v? +835967v* 334272 v? «98052 v5 7642 v" -978v* «1612v* 4 
i 7864320 +1) (v-1) (v - 2) +2) (v -3v 3) 4) +5) 


Mlv,x)=e"* 


126v! -249y'! «192 p | 


M26  249y!! «19 y p 


La normalisation utilisée pour toutes ces fonctions consiste à fixer à 1 le coefficient du 
développement à l'ordre O en q, soit typiquement Cos(vx) , Sin(vx) ou Exp(ivx ). La normalisation 
usuelle va au delà, en l'occurrence pour la fonction me, elle est fixé communément par: 


1 fdxme, (x, q)me, c x,q) -1 
m 
0 
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Il est alors « facile » de calculer la norme au carré du développement à l'ordre 8 avec Mathematica 
par exemple, car il suffit de réaliser le carré de l'expression, et d'écarter tout les termes 
exponentiels résiduels Exp[ipx] avec p entier pair, car l'intégration donne automatiquement O.Les 
autres termes sont constant dans l'intégration et doivent être multiplié simplement par n. Il en 
résulte une expression relativement simple de la norme au carré en se limitant à l'ordre 8 car les 


ordre q supérieur à 8 ne contribue dans la correction de normalisation qu'à un ordre également 
supérieur à 8. 


1 f axie (pasci E E 1+v° „gt 2220-5317 +191v*-21v°+5v° 
c» VY SCH (v -1Y (v +1) 512(v -1Y (v «1* (v - 2» (v « 2Y 
6 365652 1541045 v? -175056v^* -64107 v -12724 v? 4479 v? -432v ? 423414 
36864(v -1f (v +1) (v - 2 (v +2) (v -3f (v +3) 
pa oo e +135694944624 v^ + 421424732428 v? -127015780659 v? + | 
8 


4- 697304592 v? 43806322612 v? - 710074632 v!^ -102071574v!6 -12229584 v? 913108 v”? -37380v ? +677 v 
18874368(v —1Y (v +1F (v - 2 (v - 2 (v 23Y (v -3P (v - 4 (v +4) 


Il « suffit » donc de former le développement limité des expressions : 
me, (x, q) ce, (x, q) se, (x, q) 


me, (5,9)= — alba m "e: 
(lan, (x. ag ie, (— x,q) (an (x. qiie, (— x,q) (lan, (x. ag ie, (- x. q) 
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Cela donne pour la fonction Ce pour les ordres 0 à 6 : 


ce, (x)= Cos(v x)+ Sc, (v,x) 


yal 


G (v.x) 1 ES -2)x) Cos((v t H C, (v,x) E z x -4)x) Cos((v t 4)x) ? (^ 4 (SE d 


A v-1 vil (v -1kv - 2) | (v «1v +2) (+1) (v-1) 
C (v ge Cos((v -6)x) Cos((v +6)x) " II 7 jov -2}x) bi dë «v? Kaell + 2)x) 
S77 384-1 6v-2Xv-3) 384v1Xv2Yv83)  128(v-1) (v+1) (v -2) 128(v +1) (v -1) (v +2) 


C (v Je Cos((v -8)x) Cos((v +8)x) 
"TT env -1v -2v -3v Al 6144 1v e 2Yv +3v +4) 
z (297v +v? -v°Kos((v -4)x) bo-7 +v? «v? Koch +4)x) (316+675v° -185y* lä «v? lcos(v x) 

1536(v -1 (v 17 (v -2v — 31 1536(v «1 (v -1P (v 2v +3) 1024(v 1) (v -1 (v +2) (v - 2 


C (v ek Cos((v -10)x) Cos((v +10)x) 
5877 122880(v -1 v -2v -3Xv 24v —5) 122880(v DEE DEE EE EEN 
55417v +v? -v? Kaell -6)x) (si vv? «v? Icos((v +6)x) 


24576(v -1) (v «1? (v -2v -3v -4) 24576% +1) (v 1) (v « 2v -3Xv +4) 
(1564-3572 v + 6335 v? -1931y? -2457 v* & 273v? c 5y8 «31v? +v -v? kos((v -2)x) 
12288(v - 1) (v +1) (v +2) (v - 2 (v -3) 
(1564 -3572v 46335v? -1931v? -2457 v^ - 2735 « 5v 6 -31y? CN «v? kos(( +2)x) 
12288 (v +1) (v - 1*(v - 2 (v +2) (v +3) 
Ch = Cos((v -12)x) Cos((v +12)x) ' 
"^ 2949120 (v -1v -2v -3v -4v -5v —6) 2949120 (v +1)v - 2v -3Yv +4)v - 5Yv +6) 
(89+31v+v2 -y? cos((v -8)x) 
491520(v —1) (v 1 (v - 2v -3v - 4Yv -5) 
(59-31v +v? «v? Kaell + 8)x) 
491520(v +1) (v 1) (v  2Yv  3Xv  4Yv +5) 
, (71528+16404v +32954v° -32025 v? -16879v* +8211v° +145v° 4 69v" -53y* -3y? «v! Koch —4)x) 
196608(v -1)(v +1) (v +2) (v - 2) (v -3v -4) 
[11528-16404 v 32954? + 32025 v -16879 v^ - 8211v? «145v — 69 y? - 53 y? £3v +v JCos((v +4)x) 
196608(v 1) (v -1 (v - 2 (v +2) (v  3Xv +4) 
, (1329084 + 4883287 ?2 + 153312 74- 718317 ?6 + 75244 8: 597 10-72 712+ 214)Cos(v x) 
147456(v «1 (v -1 (v - 2)* (v +2) (v -3y (v +3) 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 645 
pour les ordres 7 et 8 : 


cí Je Cos((v -14)x) Cos((v +14)x) 
777 82575360 (v Ah -2)v -3v -4v -5v -6v -7) 82575360 (v + 1v  2Yv -3YXv +4v +5v 6v 


f31+49v +v? -v° Eed -10)x) | (31-49 +v? ? Kost +10)x) 

11796480 (v -1) (v -1) (v - 2v -3v -4v -5Yv -6) 11796480 (v+1) (v 1 (v 20v 3Jv- Ah 5v +6) 

(113128. 75588v 90898? -TI301v? -52663v^ +16755v° +1441v° «81v? -85y* -3y? +v "Kal -6):) 
3932160(v -1/ (v +1) (v +2} (v - 2) (v - 3v - 4v - 5) 

(213128 75588 v «90898 v? +77301v? -52663v* -16755 v? +1441 ví 81v! -85v 3s? ev! )Cos((v + 6)x) 
3932160(v 1) (v -1) (v -2) (v « 2 (v «3v « 4fv +5) 

m 4201375038 v? -104735595 v? -36547715 v^ -4187610 v? -9693084 vf + | EN 

+14538771v7 -106369 v* -1584192 v? «164782 v? 371v! «2955 y? «270 v? - 112v -3v +y! 

2359296(v 1) (v «1 (v «2 (v - 2) (v 3) (v +3) (v - 4) 

109561752 -17333676 v + 201375038 v? 104735595 v? -36547715 v* 4187610 v? -9693084v* — 

| Jes + 2)x) 


Kä 
EH 


H 
T 


-14538771v! -106369 v° 41584192 v? «164782 v? -3771v!! 42955? -270yP -112y +3v +v 
2359296(v 1) (v -1 v - 2 (v « 2 (v -3) (v +3) (v +4) 


e J2 Cos((v -16)x) Cos((v +16)x) 
S77 262411520( Ale -2v -3Xv -4v -5v -6v -7v -8)  2642411520(v be +2\v +3Xv Xv Xv pe 7v +8) 
(iste Tiv ev? kache -12)x) (isi-71v ev? v? Kale +12)x) 


330301440(v —1) (+1) (v -2v -3Yv -4v -5v -6)v.-7) 3303014406 +1) (v 1) (v + 2v 3v Ale zb 6v +7) 
(498392 + 214668v + 207506 v? -158313v? -125647 v^ 28875 v5 4153 v5 93v? - 255 3? +v" Kos((v -8)x) 
94371840 (v -1) (v +1 (v 2) (v -2) (v -3Yv -4v -5v - 6) 

(198302 — 214668 v 207506 v? «158313 v? -125647 v^ 28875v5 4 41536 -93y? -125v8 +3v° ev Kolle +8)x) 

94371840 (v 1) (v -1) (v - 2 (v +2) (v 3Yv  4Yv  5Xv +6) 
809243208 + 389051748 v 1389727610 v? -274475889 v? -356722289 v^ -94695132 v? -61778226v* + 
Wars ca tool FUE d rA NE da à 
47185920(v 1) (v +1) (v 2) (v -2) (v -3 (v -3) Abu - 5) 
E o «1389727610 v? + 2744758890 v? -356722289 v^ 494695132 v? -61778226 vf — 


ka - 4)x) 


Jes + 4)x) 


—57163515v! +8458115v° + 5498700 v? 4165022 v? —15357 v! «8805 v? -324 v? -166v +3v +v 
47185920(v +1) (v -1 (v -2) (v - 2) (v -3) (v 3) (v - 4fv +5) 
537330981888 + 2610096254656 v? + 221208365040 v“ -1231553992348 v + 342877165161 v8 + 7968032784 v !? j 


Cos(v x) 


-13022857500 v? 1581259368 v ^ - 60475842 v6 182544 v5 14852 y? - 204 y? +y” 
37748736(v 1) (v -1) (v -2)* (v +2 (v -3Y (v +3) (v - 4 (v +4) 


Pour la fonction se on remplace Cos par Sin, et pour la fonction me, Cos par Exp[i*argument]. De 
méme le développement pour les fonctions radiales résulte de la substitution de Cos par Cosh pour 
Je, de Cos par Sinh pour Jo et de Cos par Exp[argument] pour Me. 
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Développement limité des solutions angulaires d'ordre non-entier de l'équation de Mathieu dans 
le cas d'un ordre non-entier v trés grand par rapport à q 


Les deux auteurs de l'un des ouvrages de référence « Mathieusche Funktionen und Sphaeroid 
funktionen » sur les fonctions de Mathieu, J.Meixner et FW.Shafke donnent également une 
formule simple de développement asymptotique des fonctions de Mathieu lorsque l'ordre v est 
grand, grand également par rapport à q, défini positif (point 2.26 page 125) et dont la partie 
entiére est un nombre paire : 
ilv*2r )x ih? : 1 n^ n? 1 

h= fal me, o lx 2 s et I x Sin(2x)+ "TES: E BIREN 
Cette expression approchée n'étant pas normée comme à l'habitude, il convient de revenir à la 
normalisation classique, ce qui donne : 


jérmede pa s?) d H Sot | h= {al 
0 


8n? 5127 
i(v+2r)x ih 1 Ai h2 
2]. e f " Cod e gé LN 
me, (xh L S "T í TEES Sin(2x)+ ECG K (Cos(4x) 1)+ 5 Cos(2x) 
— + 
8n* 512n° 


Les nombres caractéristiques a et b ont également une expression asymptotique particulièrement 


o gg 


Pour ce qui est des fonctions angulaires ce et se, construite sous la forme : 


2) me, x,h? ]+ me, |- x, n? me, Ax, h? ]- me, |- x, 5? 
SES 2 2i 


se,(z.q)- 


Il vient : 


r 


[este | ZI n Ls E (ctas) Eet) 2 iech 


> 2}, 
ce, 2r LA L 


TELAM 3n 

8n^ 5125* 

1 n^ h? hè a 
Sin((v } 2r)x E (Cos(4x)-1)-- — Cos(2x) — Sin(2x)Cos((v +2r)x) 
j (v Ze 16 2 v+2r 

SE,+2r LA je z 8 
du Sg 

8n^ 5125* 


En ce qui concerne les fonctions radiales, par la formule de connexion avec la fonction angulaire 
me, il vient : 
2 : 2 
h= Val Me, , D J- me, - ix.h E 
ev? 


Me M" vk 1 Ll SE E (cosh(4x)-1)+ 2 Cosh(2x) ER 
ESA h* 3n v +2r (v+2r) 16 2 r? 


— + 
8n^ 5125* 
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Lorsque le paramétre q change de signe, nous savons que : 


iva 
) me,(-z,-q)- e ? wel Za 


Wë 
me,(z,-q)- e ? ne [2-5 
m 


2 >q 
ivr Me (-2 g)rme BEE a) 
» E v 2 > v 2 > 
ce, (z, q) [24 2 
iva me, (= E) ne[ A z.a) 
— 2 
Se, (z, q) e z; 
Il vient donc : 
i(v-2r)x 2 4 2 
me, xh?) = 14 Sala | ; h (Cos(4x)-1)- 5- Cos(2x) 
Ai 3h v+2r (v+2r) 16 2, 
SA 4 
8n 512n 


2 2 


[ente | ZI T ES E COLE - ! 5; Sin(2x)Sin (v s) 


"M IO i i 
LM m 
| se^ 512n* 

h? 2 


[sut | ZI CG ES. [s (Coslas)-1)- 1 cat) - 4 = Sin(2x)Cos((v E 
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Exemples de solutions de l'équation de Laplace en coordonnées elliptiques cylindriques à deux 
dimensions 


Nous allons montrer que la catégorie des problémes intérieurs ou extérieurs dans un domaine 
elliptique borné ou non, de hauteur z finie, avec condition homogéne de Neumann en z, conduit à 
un probléme elliptique à deux dimensions sous certaines conditions sur les fonctions limites des 
parois latérales : 

1 O’T(n,0,z) OT(n,O,z)) OT(q,O,z) 
mi on? j 00° E Oz? T 
He [0,+c] ; Oe [0.27] ; ze [0, EN 
O,, = [m...] [8,.0,] Frontière 00, 


0 


—T(n,0,z) = CR = 0 
f. ier, Io det, 
OT(n,O,z 
o 2 056.2) + 8 T(7,0,2) = f (1.0,2) 
On ze[0 zo] 
in.ejeco,, 


Par séparation des variables les fonctions axiales sont sinusoidales et leurs dérivées doivent 
s'annuler aux extrémités (sections supérieure et inférieur du tube elliptique). Si l'on suppose 
maintenant que la fonction limite ne dépend pas de la hauteur z, alors tous les termes 
d'intégrations dans un développement en série sur z s'annulent à l'exception du terme de valeur 
propre nulle. C'est donc toujours un peu le méme raisonnement qui conduit à une solution en z de 
la forme A+B z qui devient une constante par respect des conditions homogènes de Neumann. 


On en conclut que pour f(n,8,z)-f(n,8), le probléme se réduit à deux dimensions : 
1 ©'T(n,0), @T(N,0) 
2 2 2 z t 2 =0 
c (Cosh (1) - Cos Kn on 00 
nelo, +o] ; eelo2z] La, = [n,,n,]x[6,,6,] Frontière o, 


a 9161.0) 
On 


* B T(n.0) = f(.0) 


{7.0}<60,,, 
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Exemple à deux dimensions : probléme intérieur de Dirichlet sur une section elliptique pleine et 
bornée avec une fonction limite quelconque. 


Soit le probléme suivant : 


1 eT (g,0) e eT(,0) = 
c" (Cosi? (7) - Cos? (0)) on” 00° 


nelo, +o] ; eelo2z] La, = [o, 1, ]x[0.2.] Frontière 0Q,, = h = LI 
T. Däich. = f,(0) 


La dépendance angulaire impose la périodicité 27 de la solution. Il vient : 
T(n,0)= Y (4" Cosh(n n)+ B" Sinh(n DU 4fcos(n 9)+ B? Sin(n ail 
n=0 
La contrainte de régularité du gradient donne un développement en série de fonctions de parité 
identique : 
T(n,0)= X (A;Cosh(n n)Cos(n 9)+ A;Sinh(n n)Sin(n 9)) 
n=0 
Il suffit maintenant d'introduire la décomposition symétrique de la fonction limite pour avoir le 
développement complet de la solution : 


Tableau synoptique des fonctions propres suivant la symétrie des conditions aux limites 


Propriétés de symétrie Symbole de | Fonctions propres utilisées dans 
symétrie le cas d'une section elliptique 
complète, creuse ou pleine 
Liz f,(x-0) et f,(0)= f,(-0) Yr, Xt Cos(2n0) 
Jo(0)= f(x -0) et f,(0)-—f,(-0) Wi Sin((2n +1)0) 
f(0)--f,(r-0) et f) f,C0) "re Cos((2n--1)6) 
Jo(0)=-f,(x-0) et fj(0)-—f5(-0) VX Sin((2n + 2)6) 


La décomposition de la fonction limite s'écrit : 
f, (0) = foy (0) Jozez- (0)+ Ko y- xs (80) Jazz (0) sachantque f,(0)= f,(27 +0) 
Jo(0)+ fo —0)+ f; (-0) - fo (0 — 7x) 


forex (0) 7 | 
PC PC 
fan 0) c 100 fin C8) 100 7) 
LN CEA fo (x -0)- f,(-0) * f,(0 — m) 


A 
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La solution s'écrit : 


2m 2 
= [49 fo ys x+ (0) =4| 43 fo vs x(O) 
0 0 


Y+X+ 
4 


c 


c 2 
- f d9 fo y. x, (0)Cos(2n 9)= 4 ] d9 f, y. x+ (0)Cos(2n 9) 
0 


AY*X* 


Za 


2m 


a | d9 fo y, x (O)Sin((Qn +139) = d d9 fo y, x (8)Sin((2n +1)9) 


2 
ATX + f d9 fo x- x (0)Cos((2n -1)9) - 4 [48 fo y- x (0)Cos((2n +9) 
0 
apes f d9 fo y_.x_(0)Sin((2n +2)9)= 4 Í d9 fo y. x (0)Sin((2n - 2)9) 
0 0 
dicum A EN Cosh(2n n) 
z 4 s(2 
T0) 27 * > BS Cosh(2n 1, Col Së 


CI ps Sinh((2n 1n) s; in((2n +19): 2l ps Cosh((2n + Dn) 
T 


m l” Sinh((2n: Sak " Cosh((2n+1},) 


Cos((2n - 1)9)4- 


n=0 


ur Sinh((n € Dn) 


x — n Sinh((2n + Dl, VE 2)9) 
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Exemple à deux dimensions : probléme extérieur de Dirichlet à une section elliptique bornée 
avec une fonction limite quelconque. 


1 o^T(.0) | 0°T(n,0) 
+ =0 
c?(Cosh? (n) - Cos? (0)) ôn? 00° 

ne P, ET ; Oe [0,27] Oon = kb 5] [0.22] Frontière 009 5 = h m^ y 


T nt "S Jo (8) 


Soit le probléme suivant : 


Contrairement à un probléme extérieur en coordonnées cartésiennes, l'extérieur de l'ellipse 
correspond à un probléme cartésien sur une bande de largeur y-2m , qui est parfaitement résolu 
par séparation des variables. La dépendance angulaire impose la périodicité 2r de la solution. La 
contrainte de régularité du gradient ne s'applique plus car la ligne inter-focale n'est plus dans le 
domaine d'étude, seule la contrainte de finitude de la solution à l'infini impose des fonctions 
radiales en exponentielle décroissant. Si l'on introduit comme auparavant la décomposition 
symétrique de la fonction limite : 

f, (0) = foy (8) Jov:x- (0) foy xs (0) foy-.x- (0) sachantque  f,(0)= f; (2z +0) 


f, (0) * fotz -0) * f5 (70) - HO-T) 


Jain, (0) = à 
EE Lt 0)- f,(0 -7) 
TEOS o0) - fo (x EDI) AU 
foy a (0) 2 Of 70) SE 0)+ f,(@-x) 


Alors la solution du problème extérieur s'écrit : 


E ES 2 
AU = AT a9 foya x(O) AY =4| d9 foy, x (0)Cos(2n 9) A7 = a [49 foy. (ODSin(2n + 09) 
0 0 0 


z 3 
AT = [49 fo y- x (O)Cos(Qn +08) A7 - 4 [48 fo y x- (O)Sin((2n +23) 
0 0 


n=+00 


(2n41)n 


AT yim aps ET (on 8) L ae Sin((2n + Däi, 
2x m n e 2h m Ca n g Oh 


n=+00 -(2n41 -(2n«2)n 


1 E (2n )n 1 n=+0 ES 
X acr Em olen nope LE ann EE sure 29 
n=0 n=0 


m = 


Si la fonction limite est constante, seul le terme Y+X- subsiste et la solution devient triviale : 
foysx.(0) 2 To AAT äh AAT 20 TN, 0) be 
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Exemple à deux dimensions : probléme intérieur de Dirichlet sur une section elliptique bornée 
creuse avec une fonction limite quelconque, condition aux limites homogéne sur le rayon 
intérieur. 


Soit le probléme suivant : 
1 a’T(n,0) 0° T(n,0) 
2 2 2 2 + 2 = 0 
(Cosh? m -Cos (0) ôn 00 
o" = [o "ASI [o 2x| Frontière 00,» = = (hn = M [0.2z]) o (fn =1,,}x [0.22 ]) 
Ici il n'y a plus la contrainte de régularité du gradient, et l'on préfére présenter les fonctions 


radiales directement comme exponentielle. Toujours avec la méme décomposition par groupe de 
symétrie, la solution s'écrit alors sous la forme : 


A" 2495,00 AT = [495,,,,.6)CosQn 9) Ar = f d9 fay, (O)Sin(2n - 9) 
0 0 0 


AIO = fas foy a. (0)Cos(Qn +9) AT = fas Jox- x-(@)Sin(Cn € 2)9) 


Y+X+ "T g 2n(-t,, ) Le) 
T(n,0)— a D AE SSES Cos(2n 9)+ 
n=0 

n=+00 ve rog b 1) —e ge 1i) KE -— germs) Le Oron) 
i 3 A GE EE Sin(Qn « )9)« — ` A Gen Cos((2n+1)9)+ 

us e PE n=0 e e 

n=+00 TN BEER ln) 7) 
"e 2 ^. en Del — 2-925271) Sin((2n + 2)9) 
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Exemples à deux dimensions : probléme de Dirichlet sur une bande elliptique infini, comprise 
entre deux hyperboles 


NS 
N 


7/7] 


dë 


Soit le probléme suivant : 
1 ©T(n,0) , €T(n.0) 
2 2 2 2 + 2 sch 
c (Cosh (1) - Cos (@)) on 00 
ne[o] ; 8e[8,8]0[-6..-8] 2, = [0,7 ]-[8.0.] [-6..-6.] 
Frontière 0,, 210204010 =0,} {0 2-90 10 - —6,j 
T(j,0)o-o = 07) T0) = fa D) 
T G7,0)o = fo) T (7,0). = fa) 
Continuité et dérivabilité des fonctions limites 
SaO = AO fn (O= be O 


San O= f2,00)  f5,(0)— fan O 
Les branches d'hyperboles sont définies par les expressions : 


2 2 
CEE 
c'Cos (9) c'Sin (9) 
2 2 
9=+ S Y 


+Q, = — =] 
^ '"e?Cos'(9,) c'Sin^(9,) 


Le domaine d'étude comprend la ligne inter-focale que l'on soit sur le probléme intérieur ou 
extérieur. 


Dans la suite on va supposer que les fonctions limites sont telles que leur transformée de Fourier 


existe, soit des conditions d'intégrabilité suffisante sur tout l'intervalle de la variable radiale 
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Cas d'une bande délimitée par deux fonctions limites de valeur constante : 
Tu, Bi ve T(,0)e=a =T, T, Oop = T(n,0) 


0-6, =T, 


C'est le cas le plus simple : nelo, +] 


La solution est alors à rechercher sous la forme : 


e (0-6), r (0-6) T6,-758 | 57,7 020 
T( 9) 0, —6, 0, —0, 0, —6, 2-0, 
7,0) = 
r (6*9), m (0-0) T60,-7., pisc 0«0 
0, —-6, 0, -0, 0, —6, 0, — 6, 


Cette solution respecte bien la continuité sur la ligne inter-focale. 


Cas du problème convexe : commençons par le cas d'une fonction limite en n symétrique par 
rapport à l'axe des abscisses. Par ailleurs on pose 0; =0. L'autre condition aux limites n'est donc 
plus nécessaire. Le domaine prend alors la forme suivante : 


fj 


~ | 
Premier cas : soit les conditions aux limites symétriques suivantes : 

SaM = fi) fn) 

Supposons donc que cette fonction limite puisse se représenter à l'aide de sa transformée de 
Fourier : 


f, = [dA f, GO Cosi m) e Fp =F [dm fs, (Cos (m) 


Et que l'on puisse de manière équivalente représenter la solution avec son spectre de Fourier en n, 
alors en tenant compte de toutes les valeurs propres possibles venant des propres coordonnées 
elliptiques, on peut écrire la solution sous la forme d'un développement en intégrale de Fourier, 
comme suit, en respectant les conditions de continuité et dérivabilité sur l'axe des abscisses : 


T(g,0) faa T, (A)Cos(An)Cosh(A 0) 


Le respect de la condition aux limites en =; donne : 

San À) 
Cosh(A0,) 
Et la solution du probléme sous forme intégrale est de la forme : 


T(j,0)- [da 7, CERE 


T (1,0), ,, = San M) 7, 0)Cosh(40,) = 5,0) > T A) = 


Cos(A n) 


avec f, a=Ż fan Fan MCos(àn) 
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Deuxième cas ` passons à une fonction limite en n antisymétrique en 0-0; et 0--0;, On pose 
toujours 9, =0. 


Avec une fonction limite impaire la solution se déduit comme suit: 
T(n.0)= [ di T, (A)Sin(A n Sinh(A.0) 

0 
Et la solution du probléme sous forme intégrale est de la forme : 


T(,6)- Ion Jp 0) 50) 


Sin(A 
Sinh(46,) in(An) 


avec A097 5 [am f, GDSin( m) 


Cas général : les deux fonctions limites sont quelconques toujours avec 9, =0 


Dans ce cas on décompose les fonctions limites de la maniére suivante : 


Joy G1) * fos G0) | fos Q0) Pen Q0) 


f 0-7 3 
p Sa + fum Son M San 0) 
2 2 
: fa0)-f40 La fa, 0) - f, 00) 
SE c ume 
Et avec cette décomposition on parvient à la solution du probléme sous forme intégrale : 
To om, Cosh(A0) "on mass Sinh(A0) 
T(n,0) 2 | dA Fè (A) ————— Cos(A mq) | dA F5, (A) ————— Sin(2 
(7,0) ] nia, 6) l 5 Ge) 00) 


f, 0) San 0) 
2 


_ Ían) + fan 0) 
2 


Foa) Fo í) = 


Ts 2 i S Fa 2 Nn a H 
avec. Fi) - — fdn Eumeeläal F50)- — [dn F5 uastelza) 
0 0 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 656 


Cas complémentaire domaine concave : dans ce cas on étudie la solution dans le domaine 
extérieur (voir graphique ci-dessous). Tout se passe comme si l'on posait 0, # O et OG =n. La 
deuxiéme condition aux limites n'est donc plus nécessaire. 


Avec des conditions aux limites symétriques suivantes : 
Sa M) = fn M) > fn 0) 


Fa = [dA f, DCosan) e K D= 5 [4n fa GDCos(.m) 


La solution s'écrit donc : 


T (1.0), ,, = fin 0  T,()Cosh(A40)) = fn A) > Ñ (A) = TEE 
Cosh(A 0) 
Cosh(A0,) 
Avec des conditions aux limites antisymétriques il vient: 


Lu 7 os Sinh(20) 
T(n,0)= l 4A fu A) S (A0) 


TG1,0)- [dA f, Cos(Am) avec f, GE [an f,@m)Cos(an) 


Sin(An) avec Zu fan f, GD5in(An) 


Avec des conditions aux limites quelconques mais intégrable sur la variable radiale n : 


P =a) Cosh(A0) "m a wara Sinh(20) .. 
T(n,0)= l dA Fè oo Cos(An)4- l dà See Sin(A1]) 


— e Qu 
avec F(A)- — [dn Fi (n)Cos(Am) F5) [an F(1)Sin(an) 
0 0 
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Cas général du domaine en forme de bande elliptique infini, comprise entre deux hyperboles 


Sur une bande définie par deux angles 0, et 0; , Il est facile de construire la solution du probléme 
général par le principe de superposition à partir des deux problémes suivants : 

7€ [0+0] ; 8€ [8,.0. ]u [- 0,.-0,] Oo = 0.7, Jx EAW [- 0,.-0,] 

Frontière 0Q,, 210-0, 010 = 0, }0 {0 =-6,}0 {0 = -06,] 

T(N, 2 f] fs T, O) | =0 T,O)o | =0 Tu, Gier | = fom 


T n, Ooo = fa) T (1, Ooh =0 T Ooo =0 T KAALEN = f en 


La solution du premier probléme s'exprime sous forme d'une fonction de la valeur absolue de 


l'angle : 
nu jo = 


Fs (n= Pagus t F(n)= Re) 


E PED. : B. KR? 5 | 
E) 2 Jan Fy (n)Cosan) Eisl- 2 fam Fzen)simam) 
0 0 


ÍF: ()Cos(An)+ Fz Q)sin(41)] 


avec 


La solution du deuxiéme probléme s'exprime également sous forme d'une fonction de la valeur 
absolue de l'angle : 


1,0,0)- [d ZE 0) (F; acosan) À F? (4)Sin(A)j 


Ss (n)= fatus fan) 


dm) fn) 


F, (1) 2 


avec 
Fa: Í dn F;GpCos(Am) P EEN dn F7, (])Sin(n) 


Comme ces deux solutions sont construites à partir de produit de fonctions dépendantes de la 
valeur absolue de l'angle , elles respectent de facto les contraintes inter-focales : 


"aal niv)e()- HOHO) agin M) at o), T 
La solution générale est donc : 
sim(a(o. Jl. Simia.) 
T(n.0)= [dA [nee a) "O * nt (6, 0) F, costa 
Ga (sm Sen, Selen py 
Sinh(A (0, —0,)) Fin Sinh(A (0, —0,)) 
F(= A Fe(n)= LOO) 


=. 2 +00 , =, 2 +00 , | 
Eat 2 [an rs (costam). F()- 2 fan resina m) 
0 0 


E (= E fan) _ Ían "e (n) 


Leg EE n) 


avec 


Fon (1) 


EE dn F;GCos(An) Kp) =< zi dn F2, ()Sin(An) 
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Représentation alternative des coordonnées elliptique polaire et solutions des problémes 
intérieurs et extérieurs à l'ellipse 


il existe une autre formulation du systéme elliptique en posant les coordonnées suivantes : 
x-c Cosh(n) Cos(8) x-cóy 
= Cosh Lu - Co: 1,1 
i =c Sinh(n) Sin(9) SE al í "i id Cup) í d y=+c Je? 1 /1-y? 
c facteur d'échelle 
Si le probléme aux limites est parfaitement symétrique en Y et X alors on peut se restreindre aux 
x-cóy 


Ae dëi -141-y? 


coordonnées suivantes pour résoudre le probléme : | 


Le laplacien revêt la forme suivante : 
EE) AT 2) 
Alf EE FAURE 
La séparation des vo die: de l'équation de Laplace en 2D elliptique donne les deux équations 
différentielles suivantes : 


SS OE -a?^e(z)-o 


06 E 
VE T 12%) a?H(£)-0 


La premiére équation posséde comme solution les fonctions de Tchebychev T d'argument 
appartenant à l'intervalle [-1,+1]. Lorsque l'on travaille avec les coordonnées polaires elliptiques il 
s'agit d'un argument angulaire et si la géométrie du probléme comporte tout angle, alors 
l'équivalent de la périodicité 27 de la solution est que la variable de séparation a une valeur 
discréte entiére. Soit n. La solution de la premiére équation est alors un polynóme de Tchebychev 
Tn(&). Nous savons par ailleurs que les polynómes de Tchebychev Tn sont également liées aux 
fonctions de Legendre de premiére espéce d'ordre demi-entier comme suit : 


EE [teo gel 


Cette forme des polynômes de Tchebychev Tn indique que la seconde solution est à rechercher 
sous la forme des ere de Legendre de deuxiéme espéce. Notons cette seconde solution Sn 


s,(c)- CE ho, (€) geb] 


Toutefois il n'est utile d'utiliser cette seconde solution pour la premiére équation. En revanche pour 
la seconde équation il s'agit également d'une solution du type fonctions de Tchebychev T pour un 
argument appartenant à [1,20) : (E) - aT, (E) bS,(&). 


soit : 


Les liens avec les fonctions de Legendre de premiére et deuxiéme espéce sur cet intervalle sont 


ne - [ze JEN 


alors les suivant : 2 £eli.+]- Notons que la fonction de deuxième espèce 
io 
s,(5)- i (2-1 07 ,() 
2 


est à valeur imaginaire, c'est la raison pour laquelle elle est multiplié par i. 
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L'intérét d'étre passé par les fonctions de Legendre Q est qu'elle se comporte convenablement pour 
les problèmes extérieurs tendant vers O à l'infini. Mais la complexité apparente de la seconde 
solution se résout convenablement lorsque l'on sait que les fonctions Sn s'écrivent trés simplement 
à l'aide des EE de Tchebychev Tn et les fonctions Un, en effet : 


le ho? GIEL J£? -10, (€ 


im 


Dés lors la ee solution radiale peut directement s'écrire en changeant de constante de 
proportionnalité sous la forme: ç Gilet Je? 1v, (E) Sous cette forme elle a la bonne 


propriété de s'annuler à l'infini. Notons que pour n=0 la fonction obtenue n'est pas indépendante 
de la fonction Tn mais cela ne pose pas de probléme puisque les fonctions radiales ne sont pas des 
fonctions propres et sont choisis borné à l'infini. Pour SO c'est donc la fonction constante qui ne 
qu'être retenue, autrement dit: s ()=1. Pour information la seconde solution est obtenue par la 


résolution directe de I ‘équation différentielle du second degré : 


VE? IS r20) cs SES d H(E)= B+ ALos(& « Ve 1) 
1 


Oé Oé Je? S 
Pour n=0 la fonction n'a pas la nullité voulue à l'infini, elle ne peut donc être utilisée. La valeur du 
Wronskien des premiéres et secondes solutions est la suivante : 


Wronskien T, T(E) £? -1U,. G- qup en (ES, (£)}= Wronskien{T, T, (E)T, (E)- Ge E 


Et pour n=0, une évaluation directe du Wronskien donne 
: Z 1 
Wronskien [n Log( $ + JE? 3 Te = So(£) Log(¢ + JE? 1) 


Les polynômes de Tchebychev Tn et les fonctions Un sont orthogonaux sur [-1,+1] avec un poids 
spécifique : 
n=0 


TT PE) nn n>0 
2 
Jae ATENEU- des pos 


n>0 


Sin((n + 1)4rcCos(£ ) 
U, (c) Sin(ArcCos(£ y 


+1 
d (£) = Cos(nArcCos(£ ) | Í 
Ce système de polynôme est parfaitement équivalent au système des fonctions sinusoïdales 
angulaires utilisés dans les problèmes en coordonnées elliptiques polaires, puisque les polynômes 
Tn et BETON écrivent comme des combinaisons linéaires de fonctions sinusoïdales 


d'argument pO où p est un entier. Pour ce qui est des fonctions radiales pour les mêmes raisons les 
solutions s'écrivent comme des combinaisons de sinus hyperbolique ou d'exponentiel. Ici on 
privilégie les exponentiels décroissant pour les problémes extérieurs. 
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La solution pour le probléme extérieur en coordonnées elliptiques polaires: 
AT(&.c)-0 £eléo+e) c ebi] mec, =) 


est alors de la forme suivante : 


EE AT) S,(E) ` KR AT, (c c) AN 30a) avec = 
Tech D OA SG) S O TEO der 10,10) R UA Nl 


Pour une fonction limite constante, seul le terme n=0 ne s'annule pas, et l'on retrouve la solution 


triviale : vie), TEE Ty 


La solution pour le problème intérieur en coordonnées elliptiques polaires: 


AT(G,6)=0 £elLél gekr = J€) est alors de la forme suivante : 


T(E JES AT, (c )r, (€) A 


ZEIT ^ i 


Notons que la solution du probléme intérieur respecte la condition de régularité du gradient sur la 
ligne inter-focale. 


Fonctions de Green en coordonnée elliptiques modifiées 


Donnons la fonction de Green pour le probléme elliptique polaire en imposant la condition de 
finitude à l'infini et plus précisément que la limite à l'infini soit une constante. Dans cas on 
utiliserait comme groupe de fonctions radiales : 

r,(5)-J2? -1v, (E) 1 

n [ga 

La condition de limite constante à l'infini correspond à une fonction de Green constante et une fois 
cette constante retranchée, il suffit de ne retenir que la fonction de Green s'annulant à l'infini. La 
fonction de Green est solution de l'équation de Poisson suivante oü le terme source est une 


répartition de Dirac : 


n »0— Wronskien {T, (€), s, (£) = — n>0: 


S(E)=1 Së 


' ' 2 72 2 e? 
-(E.c) p-(E.c)  AG(p,p)=-6(p-p) ó(p p) -EERE e) Rae en 
hehe 1 Je un e 
1-6? 4£?-1 
G(p.p) avec i G(p.p')- c &» G(p.p')- C+ Go(p.p') — AGo(p.p') 6-4) 6(E-£)5(C Cl avec Dur Go(p.p')= 0 
De plus : 
at J= 5 An) M E. de lecht Cl LE) —&(c-c) S meme) Ww LLC) 


ne ñ 
ZEO We J-e? a ROE m mO- 


L'équation de poisson de la fonction de Green s'écrit donc : 


; vé? -1 S Dee) cyst jig Ww EG) 
AGo(p.p°) i-e) alé 2 Ir CE spy EUN, 
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En cherchant la fonction de Green comme une combinaison linéaire de fonctions également 
séparées il vient : 


Ge(p.p) Golé, ër, 6) = go (5,6) E reo LO 


Lac 8a nés) 
$ GË : [era ) 


> SE Ze P PIOS: den "SEI 


n=l 


i-e e m Fe}. E ene PET Soen oe 3 2 Je o ai ebe) 


0G 


LP CERT. e, (s a Së 2g P £) 
[pa | [ea GER J26) 


S së, 
Je LI 12,0) wa (E) Eil (pg) 
o8 i Ir, CN B, (se) 
Cette fonction de Green doit également présenter une symétrie lors de l'inter-change des 
arguments p et p'. 


raf LEE 


G 


Il est clair que la fonction gn(£) présente la forme donnée par les fonctions radiales des solutions 
des problémes intérieurs et extérieurs. De plus elle doit assurée la continuité soit : 


2,6)» BEM esce): HEKEEERIE uy [n6 tubi 


= Ir, GP BS,(£) & ef[é';+>) 
ne | en) 2 Ve? -1 
V2 -1 GE = ) g, (€) TIG NC DEEN 


Continuité g, (e )= e MES AT, (£')= BS, Lë ) . 
Les coefficients A et B sont déterminés grâce à une intégration de l'équation autour de la valeur E. 
il vient : 


E MOENAD no S: AGAGA) sia ee gelé] 


B,(£',¢')=B, (€ — Ir. BS,(£) & ef[é',+0) 
Ze Ze rM 
"ll j eei (eie e, p zeit [as C md d 
Ze [£2 | 
iy Ki (£)= 0 Mie dé = — ek &) e E: 
2 

PM de 
og, S | en (8) 
uj aede T "SEI. ee mr xc 
= nl de c BRETT 

20 9&6 JL FACT B, (E) 


Déterminons la fonction go par la méme intégration autour de EI. 


Z'te 


Lm VE een Bal 3 O- 1 


é'-& Kai 
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En injectant la forme de la fonction gn, il vient : 


_[ALE) éel.8] ` pagos) 42E) 1 
OP & ef[é',+00) Jenn ot ^ ot Ir, C Sei 


Or AT (er 85,0) alt Laera, REL 


oT, Me 1 
Ve? 
S,(&) => AB,(£)- "s — BB,(&)- "ub NEC 


- ei 


Or Wronskien T, (£s, (E y- T, LC S, (£') 


Ine 8,6)" "Pe BOCHAS 
Et pour n=0, il vient : 
A gels] 
go(£)= L BLog $ e P 1) E Le: el Continuité A= -BLog( &« e? 1) 


Zus 
PEL ee 


ne HEN m Bo NI 


Log EE Log Eë 
Or A=-BLog( Sud"? A Es (E Le. | - ) et BB(E)- — 
0 


Or cette derniére fonction go seule forme possible est en contradiction flagrante avec la condition 
d'annulation à l'infini. Autrement dit il n'y a pas de fonction de Green avec cette seule condition de 
finitude aux limites. On peut effectuer une pirouette en recherchant des conditions pour lesquelles 
la fonction de Green ne présenterait pas de terme n=0, on voit alors une forme évidente dés lors 
que la condition impose une fonction impaire en variable angulaire. C'est à dire une fonction de 
green propre à résoudre des problémes aux limites en symétrie Y- . Dans ce cas on écrirait : 


C — 0 puisque impaire et B5, ëch = Bona (E) a7) onale AT — A. 


ee EE © Zelt, ei 


ol A ST Beck) 560-17 eis, fl ze ze 


n=0 


Si clairement on s'affranchit de la limite finie à l'infini, alors on travaille avec un système de 
fonctions : 


Sy) - es + JE -1) S,(£)= LEI: E = WronskientT, (£), S, (£)) =- l n>0 


Alors la forme de la fonction de Green avec la condition limite spéciale est la suivante : 


ou [rese eta) elé] 
ne e PEE), 2" i isum Lo z-i +) 
are g) RE ET ree or) dal set 
| is m [SENE else 
AD ee) à ler) 


Condition aux limites Lim (é, S OS Ch SEN E? 1)] 0 
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Forme équivalente en coordonnée elliptiques polaires traditionnelle 


1 Coin. 9° G(p.p") 
e (Cosn? (n)- Cos? (0)) on? 00? 
ó(n -n)é(6 - 6) 
S(p-p')= h, 
) hho f 
Gin, gn, gi ^ 8^G(n,0;n',0") E 
on? 00? 


1 aere p-(n.0) p'=(17',0') 


hy edes) co). aolo p) = EEE 


G(p.p') - Gin. gem. 6) => -é(n -n')é(0 -0') 


De plus : ao o 1 < Cos(n0")Cos(n0)- Sin(n9')Sin(n0) (la distribution de Dirac devient alors périodique 
T T 


n=l 


et s'assimile à un peigne de Dirac). L'équation de poisson de la fonction de Green s'écrit donc : 
0? G(n,0;n',0') i 8? G(n,0;n' ,0") als Zi 1 5 "ik o hs seen 


og? 00°? 27 m 


n-l 


En cherchant la fonction de Green comme une combinaison linéaire de fonctions également 
séparées il vient : 


n-too 


ln 9) - esr) D Bui yrs (n)Cos(n0)--C Gr 9er )Cos(no) 


n=1 


ôn? 08? m D 


0?G(n,0:n',0') 0?G(n,0:1',0') ao 1 1 | AS Cos(n8")Cos(n0)-- werten 
2 
n-l 
e^ go(n.m') , onm) 
on? 2 n=+0 
> un i 5 - -ó(€ = Zi `“ Cos(n0')Cos(n 6)+ Sin(n8')Sin(n8) 


À aunjeooo) £59. cat odo) LED veel e 


= ar ell nie ae lene 


cv | DI al is son) 


Il est clair que les fonction fn(£) et gn(£) présente la forme donnée par les fonctions radiales des 
solutions des problémes intérieurs et extérieurs. De plus elle doit assurée la continuité soit : 
Blo, 9") - B, Gr)Cos(n 9") T dade ape in ; 
C, (2.9) C, (n')sin(n 9°) 5 Gin, dn ,0 )- Zo (n.n e 2.8 (n ,0 A (n)Cos(n0)-- Gi (n ,0 Je, (n)Sin(n0) 
ACosh(nn) ne [0.777] CSinh(nn) ne [0.77] 

g,(1)- 


Avec E aebn-Aecl 


De"" ne [n',+00) 
Continuité = ACosh{(nn')= Be"" CSinh{(nn')= De" 
df) 2,4 SQ-m) 
au C al B,(n) 
d'g,(n) 2, (Qj. 9m-m) 
du? : een) C, EN 
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Les coefficients A,B, C et D sont déterminés gráce à une intégration de l'équation autour de la 
valeur €. il vient : 


qusc ge "is n'+e 2 nee Lat 
zu j an 2 5) 5 G)_ arte fan A a cr] f du Z Bel SC fans, (n)=- | an 2n a 
s 1 n'—e q"'—& n-e 


Im fans ol Lim [ang,(n)=0 Lim Í P CUR) REL im [ete : 
£20 . di 50 ý £20 . 0 
]—& 


Ir NS n'-E n'—E 
n'+e NFE 
Ss Lil 2 e 1 Ln É 1 
s>0|) dm qe B, (n) £0 dr ses C (n) 
=> Lim|Be"" + ASinh(nn' |= X65 Lin|pe-"" + CCosh(n' |- 3c 05 
Cosh(n 9) D Sinh(n n’) A e C= e "7 
nB, (nr) nC, (nr) nB,(n') nC,Gmr) 

-ng' ' -ngy' ; ' 

— Apel BB o) C) eeu) LT pe je mom 


Il reste la fonction g0 à calculer : 
d^go(n.m) , 0(n-m) _, 
dn? 2z 


dr) aln -n(n -n)* aH(n ei dem) a(n -5)é'(n-m)*a6(-n)-a&(n - n) - 2a6(1 ul 
D dn 


Distribution de Heaviside — gonn’) alni (n n') 4 nm Hin n) 


sondes IT n e [0.7] 
m ZONI zn n efn',+0) 


Tout bien considéré la forme de la fonction de Green est donc la suivante : 


1 n=+00 
G(n,0;1',0')= gon. m) — D, (n,7)Cos(n0)Cos(n0")+ e, (7,7'YSin(n6)Sin(n07) 
n-l 


1 lo 0,7' "20 Cosh 0,7' TU Sinh 0,7' 
Avec ena: nel m] (us ei osh(nn) nel EM ane r s (an) nel 7] 
z|n nel.) e "Cosh(ny) ae la s) e^" Sinh(ny). qe [p Ac) 


Conditions aux limites Lim Join ae: 2} =0 
7—+0 T 


Et l'on retrouve la même condition aux limites à l'infini. 
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Position du probléme aux limites inhomogéne axial sur un cylindre à section elliptique 


1 O?T(n,0,z) 6?T(n,8,z)| 0°T(n,0,z) 
-0« T(g,0,z)- U(n,0)Z 
cel ôn? 00? oz? (n z) U X) 
Z() O’U(n.0) , Gs T 
+ +U(n,0)Z =0 
ral on? o0! (n.0)Z" ©) 
1 O?U(n.0) Gin, al 2 
= A" U(n,0 
oU(n.0) Sing esee on 00? m) 
1, N, 
+ 2 2 
P oe? 20? | ge us => 2 [2 deel 
c? (cosi? (n)- cos? ET (1.0) EE z c^(Cosh(2n)- Cos(20) | ôn 00 
uli .0)- vlt, .9)- u(.9.) - u(n.8.) - o 
22 
z"(z) AJ z(z) 0 Z(z) Ce™ — Posons E 
2 2 
Laplacien elliptique | ^, = 2 E t Ô => Problème aux valeurs propres A U(n.0)- AU(n,0) 
7? e(Cosh(25)-Cos(20) |an? o6? D 


A= zx => Probablement un spectre discret de valeurs propres négatives = q > 0 
Orthogonalité bidimensionnelle des fonctions propres du Laplacien elliptique 


n2 


ha D 
A x4, = [dn [43(Cosh(2n)- Cos(20)U, Io, 9, (n.9)= 0 


Um 9, 


H,"(0)- (n 20Cosh(n)). (0) - 0 
e H,"(0)*2qCosh(2n) , (n) AH ,(n) 
Fonctions propres radiales H. (n) > x SE AH ; (n) uH (n) 
Cosh(21) 
EAU )=0 H(i, )= 0 


0," (8)+(4-2q4Cos(29)0,(9)=0 
< -6,"(9)+2qCos(29)6, (9) = 26, (9) 
Fonctions propres angulaires 9,(9)— ay ©," (9)+ 26 (9) - op, (9) 
2Cos(28) 
6,(4)-0 06,(5,)-0 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 666 


Exemple à trois dimensions : probléme de Dirichlet sur une section elliptique pleine et bornée 
avec une fonction limite quelconque, et une hauteur tranchée en z avec des conditions 
homogènes sur les sections haute et basse. 


0.5.40 


Le probléme se présente sous la forme : 


1 O^T(g,0,z) &T(N,0,z)\) O'T(n,O,z) 
2 2 2 2 + 2 + 2 =D 
c(Cosh°(7)-Cos’(0))| ôn 00 ES 
oO = [0,7 |x [0:22]« [0.7] 
Frontière 8Q,, = (f - 1,]x [0.22] [0.7 ]) 5 (0.7, | [0.2 ]x 0 (o.7, «[0.2z]« {7 = 1.3) 
T (n,0)[-: 27] 7 Jn 0.2) PEU 150 Tut, 0)|z-t 
edo: L] neton] she . 
Les conditions homogènes sur l'axe donne des valeurs propres axiales de la forme (cas de la 
variable de séparation : a 20 S 
Se n re 
a, 70,4, Bad e =- =- 
3 4 4L? 
nz 
=> Fonctions de Mathieu de paramètre q, = zm om «0 


qui conditionne la valeur du paramétre q, et par ailleurs, la partie angulaire devant respecter les 
conditions de périodicité de la solution, le deuxiéme jeu est le jeu normal d'indice entiers pour les 
fonctions de Mathieu périodiques. 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 667 


Il vient aprés l'application de la contrainte de régularité du gradient un développement en série de 
fonctions de parité et d'indice identique de la forme : 


25-212 n n?e? 


Al le = n. mT C ci pis e i 
n;,ng 2ng (7 ar ) 2ng ( 4L? ) 
2.2.2 2.2 2 
n TC n mc 
n, =% ng =% Ari Ies, +1 fe Al 2 US 4(8.— ` l 2 )+ 
à z D : nm 
T(n,0,z) - b Kä en Foe. Sin(A, z) avec À, = j 
n,-l ng-0 3 n, mT e n TC z 
An.n Lo, +1 (QE AL? )se,,, +1 (Bic 41? ) a 
2 22 2 23 2 
A? „To, Din "TT Ae M EE 
n. ng 2ng 2(7 41? ) 2ng 2( 41? ) 


Il suffit maintenant d'introduire la décomposition symétrique de la fonction limite pour identifier 
chacun des quatre termes du développement en série : 


Tableau synoptique des fonctions propres suivant la symétrie des conditions aux limites 


Propriétés de symétrie Symbole de | Fonctions propres utilisées dans 
symétrie le cas d'un disque elliptique 
complet, creux ou plein 
4,(0,2)— 000,2) et (0,2) f, 0,z) |Y+,X+ ce,,(q,0) 
J,(@,z)=f,(x 0,2) et  f,(6,z)=-f,(-0,2) |Y+,X- Sern (4,0) 
f,(0,2)-—f,(00-0.z2) et f, (0,2) f,(-0,2) |Y-,X+ ce, (4,0) 
f,(0.2)-—f,(0-0,2) et f,(0,2) - —f,(-0,z) Y-,X- Se, (4,0) 


Comme la décomposition de la fonction limite s'écrit : 
fa (8, z) = Says x (0.2) fy x LÉI SIE fy x02) + fay- x-(0-2) sachant que Ja (8, z) = fno (27 +0,z) 
Ja, z) + f, (m —0,2)+ f,(-0,z)+ f,(0— m, z) 


Ju, e, LÉI El = 
R EEE A 6,2)- f, (0-7,2) 
IC f, (8.2) - f, (x -0.z) E (-0,2)- f, (0 —m,z) 
X :09:40:9c0-9:9- C991 09 


4 
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On change la notation des coefficient du développement pour tenir compte des correspondances 


de symétrie : 
T(n,0,z) 
Sin(A, z)x 
n ne n, d n, ace n nre? 
Ale : ce, (0,— FAC Te ; ce pj. E 
n, ng 2ng Gite 41? Æa) 2ng ( 4L? = o) n. ng 2n9+1 (1.— 4L? rc) 2ng aC 4L? ) 


n, -oong = 


= 2: > IA SE n n’ e 
A "TE cL Jena ss + 


n,-lng-0| x n, ng los, a 1.— 


z 41° 
2 Ze KE 22. 
+ AT fo mo goce 
n, ,ng anas ys E Hu 2n, «2f 4L? ) 


n m 


Z 


L 
En appliquant maintenant la condition aux limites sur la paroi latérale du cylindre elliptique, et en 
appliquant l'orthogonalité des fonctions propres axiales et des fonctions de Mathieu angulaires, il 


vient pour chacun des quatre coefficients : 
ÿ = 


avec À, = 


2 
) =m Ice (z, 


T- 


ce, (z, 


= fe (ce, (z, 
0 


= fa (ce,, (z, 
0 


27 
q D Sa fa (C2 (z, 
0 


Pal 
z Jelsma. =5 


2 
) =m [sez,,2(2, = fæl Se, 5G. 


2x 
q D ro faz Lee, (z, 
0 


2m L 2 
[a9[ dz frix,(O,2)ce,, o La 
0 0 z 


Y+,X + = 
E? ml, n me? 
Iesn H — E 
SEKR, n me? 
f däi dz Je (0, Z)Ce,, H a us 
"kt — 0 0 z 
H- Ho c L nie 
END EIN 
(e. n n’ e 
[a9] dz f, y. (0, 2)56,,, | 0-2 Win, sl 
Y-,X- — 0 0 AL 
“ee ml, n nr’ e 
105, , +1 H Y» (AD 
2x L n 27 c 
[ae|[a PER CE ZC sna 
Y-X- 0 0 z 


non 2,2 ,2 
dE ^ y p nme 
O5,)42| tn> 2 
AL, 
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Ce qui donne finalement la solution : 
n,m 


/ 


avec À, = 
z 


Zz 


2m E 2.52 .2 
Bc | d9 ] dz fay, x+ (0, del E n 


27 S 
Beat Í d9 Í dz fiic zeen 0 PE me ja 
0 0 
27 L 
- n. Zeie . 
ec l dà | dz fy y, x (0 seo Jun LR tz 
2z ; 
_x- n. KN . 
B = jene Jnr-x-(0,2)se3,,:2| 0,— ame ku 
n. Zeie 
Je bts T P Reg 
B cez, 0, ; 
ki SS S AL 
les, Is; A 
AL 
2.2 
Je Tl - C 
ng H 
| pl-** | AL? te 0 n Zu ie? 
Nz Mg 2 22 2ng4l| ^? 2 
n. TC AL 
2 DH. =% ng =% Te, d I, Y AI 2 
T(n,0,z) = "S Kä £ Sin(A,, z) 
T3 n.-l ng-0 I n, T C 
O2n,41| > TE GER 
Y4,X- z o. e Eë 
Io 222 5655,41 > AI 2 
L pj 7ce A 
O2ng+1| !n» "E 
n, zc? 
10:,,+2 n, Al 2 222 
LBIX- z Sb 0 n, m C 
N- Ng j 2,202 2n9+2| “> AI 2 
105,42 Ip: "a 2 
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Prenons un exemple simple avec une fonction limite constante, dans ce cas le seul terme restant de 


la série est le terme de symétrie Y+X+ : 


2x 
Je, (9,2) Ty => Bo = [49 ce, [^ (2n. ES faz su dz Sin(A, z) 
0 Z 


27 


=> pi***2p pl** =T 


2n.,ng 2n, +l,ng 


41° 


2nz4l 0 


2n, ly x°c° n 
Or avec le développement de Fourier Ce [^ (2n. E: S E 1)" V (- 1) A2"? Cos(210) 


avec AC" coefficients du développement calculé avec la fonction de paramètre positif ce,, G 


41? 


z 


2x 2 22 27 D... #2. 2 
Ex. faz Ces, [^ (2n, F 1) m c | m 2x(- 1)” A2") — G E [49 ces, [^ (2n, ck 1) m C | " 2a(- 1)” An) 
0 0 


AL ^ 


Z 


(2n, +1) z?c 
CRL Ur 49» lenn| 1 41? (2n, +1) z?c ( ) 
T(n,0,z) — - 0 Z SinlA. 
RÉ Gr 2n, +1) (2n, +1) ie ce (0 AL? n ud 
le, b 412 
avec Zona = CaL 


Z 


On peut également écrire : 


27 2. 2 2 
C, a, = [as ce [o eee 
z"o 0 2 
0 


4L. 
SS D Qn, +1) sie 
2n, 327 v» 
AT, SE C, n B 41? (2n, +1) x 2a 2 . (2n, +1)r 
de 2 2 (n. 2D E Ys 13 Ce», 0, PE Sin L Z 
ons 1 A E a E 


AL? 


zZ 


2,42 2x 2 2 
2 [as ce 0 (2n, +1) TC "i 21.1; 49 D (2n, +1) mc 


Z 


Le profil de solution sur la section elliptique à mi-hauteur donne une graphe de contour de la 


forme: 


2n, + 1) z?c 
AL? 


| 
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Le profil de solution sur un plan médian passant par le grand axe de la section elliptique (y=0) 
donne une graphe de contour de la forme : 


Prenons un autre exemple oü la symétrie de la fonction limite est la suivante : 
Áuss0O92-T, Oea] Zu, vil Gelz 


C'est une condition aux limites qui possède la symétrie : Y+,X-, c'est donc le seul terme de la série à 
retenir : 


2 Ze 
Y+,X- Q4 
B, Ss Se - le p Y+,X- (0, z)se,, (0, Eet nzZ z) 
L nac? 
n, =0n= mal AL? n n’ e nc 
T (0,0, 2)-—- » > B i E IS SE D Sin(2,.z) avec À, =— 
L n,=l az n. I C 4l, ^ L 
10,,,4 Ls A) 
Soit : 
z 2 22Y 2 22 
2 1 
De =2 [as Sen Jo er le Sin( (A, 2) aen -0 t Mm — Ty * fas Se» AJ SE 
n. lg o AL n.n n ng A 2 
0 z Anzi 0 z 
(2n, +1) x "e i n V (21g 41) 
Or avec le développement de Fourier se,,, Al 0, "E -( 1) DN 1) Ayr Sin((21+1)6) 
Z 1-0 
(no+) ; : , x D (2n, +1) Ca 
Ay, coefficients du développement calculé avec la fonction de paramètre positif se», + G 
z 2 1Vr2e? E- : E-— Aro +1) 
et, = [49 seed MSC Lt S Cay agr 49 NEI (e 2-1)» S Cy d 
d 4l, mm eg (21+1) 
S (2n +1) z 2,2 
Es P 2 1 2 1 
Sos i E QN) nasus. 4h 
= { (21+1) d d 4l, = L 
Qn, +1) sie 
-— d: Io», 41 ]).— AL? (2n (lf ate? 
> T(,0,z) = Kg Ah 3 $e z 22 Seng +1 E ——— Sin(2,.z) 
n=ln (2n, +1) (2n +1) T° C AL 
pz KEIER Ij. Z Al 2 
(2n, +1) z?c? 
D. mi ng = loy, [- AL? 


ou T(n,0,z)— EX > Zo se g 2+ ze? Sin(,.z) 
` | nem (n. ED (2n. Hz mum i AL? 
n Jos I, ru 
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Le profil de solution sur la section elliptique à mi-hauteur donne une graphe de contour de la 
forme : 


Le profil de solution sur un plan médian passant par le petit axe de la section elliptique (x=0) donne 
une graphe de contour de la forme : 
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Exemple à trois dimensions : probléme de Dirichlet sur une section elliptique creuse et bornée 
avec une fonction limite quelconque, et une hauteur tranchée en z avec des conditions 
homogènes sur les sections haute et basse et dans la paroi latérale intérieure. 


Le probléme se présente sous la forme : 

1 0°T(n,0,2) " eT(n,0,z) " 0°T(n,0,2) _ 
c'(Cesap-cos(9)( an? ETE ez 
Ou — kk [0,27 ]x [0, L] 
Frontière 0Q,, = (hn = bn Ix [0,27 ]x [0. 7. Do (hn sl P ix [0,2x ]x [0. 7. UR 
UAE [0,2 ]x {z = ojo UE [0.22 ]x {z =. ) 
T O achan] =/,@,2) T (rca =0 T GI Oa -0 T(n.0);- 


e[0,2 zelt. ne 


0 


ban -0 


Lei se? ne Zei du? 
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La contrainte de régularité du gradient et celle du passage de la ligne inter-focale ne s'imposent 
plus, ce qui donne un degré de liberté sur les fonctions de Mathieu radiales, en introduisant les 
fonctions de deuxiéme espéce. Pour le restant la solution s'écrit de maniére similaire en 
décomposant par symétrie. Pour les intégrales et les fonctions radiales paires, il vient : 


27 L 
avec À, = Brel j as] dz f, y, y (6,2)ce,, (0, "= SE JT t sin(A, z) 


nz Mg 
Zz 


H 2 
D. 


BL = f d9 | de f, v (0. 2em ug: res 
L 2 Ze 

ns f SH dz f, y, y. (0,2)56,,, lf -— -)Sin(4,.z) 
n EP 

IR Í aal dz f, y. x-(0,2)Sez, S (8. E ne sinus) 


n zc n r’ e 
lesn H rd Kes, [- "d 


D e 2-2. 2 
n TC n mc 
jn. pode e. e guided. 
ze (g)- "D AL? | Se AL | 
— 2ng n ñ 2 22 P Ze Zei 
fe, E PE Ke,,, Lo Al 2 
2 22-2 
n. Tc n. mT C 
A AL? | ke. [he 41? | 
24195 9 2 2.2 
n mc n mc 
le = Z Ke PAR = z 
Je 41? 2n, fr AL? 
e A 2, 2,2 
n. m e n. mT C 
enn tn- 41? Ke,, Ly 41? 
S5 aur) 
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Les fonctions radiales impaires, et la solution : 


235 5 
n mc n mc 
Zz Z 
los [ni | Ko, [n 


n mc 
E 
Jo. +l Ü Y 


27.2.2 2.2 
n, mc n TC 
bos AL? Kos Ip e 
REND, DRESE 
n, mT C n mc 
Io = z Ko 2 ; SE 
"t AL? | 2ng [n AL? | 
2-2 2 2:22 72 
n, Ze n, e 
m los [v AL? | e Ji AL? | 
Se y ^c " ^c 
lo, [s PE | ele PE | 
2::9 72 223 
n, ucc mn Ze 
los i "HE | Rom Ji "E | 


41? 


Zz 


2 2:2 2 2.2 
n mc n mc 
Y+,X- 0 MN dfi Y-,X—-c0 NR 
B, Jg ez, ees dé 4 2 ) B, „ng —2ng42 ie [0 | 


D 79572. E 2 
Y+X+me n mc Tee n TC 
B, Jg —2ng (n Je H * B, „ng —2ng4l (n Je +1 0,— * 
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Prenons un exemple de fonction limites constante, seul le terme de symétrie Y+X+ demeure et la 
solution se calcule de maniére identique à un cylindre plein : 


27 2 2 2 \E 
faex @:2) =D > Bam = [49 Cenn [^ SE l dz Sin(2,.2) 
0 0 


AL? 
2x 


252779 Ze 2.22 
> Bir 0 gp -n 7 jones. [o (2n, +1Ÿ z?c i SCH fas ceno (2n, +17 z?c | 
br 


41° 2n, +1 AL? 


z 


2nz+l 0 


2n, +1) zc? NA 
Or avec le développement de Fourier ces, [^ ( ig yz £ | ( 1)” (- 1) AQ"? Cos(210) 


1-0 


AL? 


z 


S ; e , Se 2n, +1) z?c? 
avec AC" coefficients du développement calculé avec la fonction de paramètre positif ce,, ` (2n. +1) re? 


AL? AD 


e 2 
AE (2n, +1) T°C | Ke, [n-f (2n, +1) 


41? gi 
(2n, n, E 
(-1 ae n 


mom -9 ^ (2n, +1 2 lY a Ze? (2 D 
T(j,0,2) - 35. SS > l ) tes [s l "nt "Tt | SE 7 ` 


2m e aD D 2x H y 
=> faz cez, [^ (2n, +1) AC | E Zet- 1)" AQ — Gr E [49 ces, [^ (2n, +1) m C * E 2r(- 1j" Ago 
0 0 


(2n, + th z?c? 
AL? 


Z 


2 
n,=0 ng =0 Al, 


(2n, E, 
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Exemple à trois dimensions : probléme de Dirichlet sur une section elliptique creuse et bornée 
avec une fonction limite constante identique dans les parois latérales intérieure et extérieure, et 
une hauteur tranchée en z avec des conditions homogénes sur les sections haute et basse. 


Ce probléme permet d'illustrer un exemple simple du probléme précédent. Ce dernier se présente 
sous la forme : 


&^T(n,0,z) | &?T(n.0,z)) , &e?T(n.8,z) _ E 
rer ail oy 00 |) oi 9 San = leben] 
Frontière | 005, = Un = 1, x[02]«[0.7. Jo (f = 1,5 [0:22] [0.7 Do (pi 4,5 x [0:22] f = 03) (5. 1,5] [0:22] (£ = 111) 


EE He ] EE T(n.0. Rik =i T(n.0. z)7-0, 27] =0 T(n.0. slk 2x] =0 
eo e N See L2 m 45s] 


z 
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En étendant la construction à la condition aux limites en paroi latérale intérieure, la solution s'écrit 
sous la forme : 


d 2.22 
Se f d cern D GE avec nn = EE 


2-5 2: 2 2.22 3:315 
ley, D ron i Qn. E c | Key, D (2n, Ss À J 


2122 22:02 D 2,2 
E ONE Qn, t E c E (2n, t Ya c joy dne Qn, + Dr c 
Hans ; AL d AL, Hd AL 


AT, 
TUNE) E353 2n, +1) a?e? 2n, +1) °c? 2n, +1} rc? 2n, +1) rc? 
n,=0 ng-0 tento PÈRE re D (n. ) | ics [PRE je, D Cat re 


AL? 4L? 4L? 


zZ Zz 


2 22 
C, ns Cern, DR PM 


4 
x 


(2n, +1) 
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Voici le graphe de contour pris à mi-hauteur de la section elliptique cylindrique (z-0), pour des 
dimensions d'une section elliptique creuse. Tout d'abord, la grande ellipse a les dimensions a-2, 
b-1, soit un petit calcul sur les valeurs radiales des ellipses intérieure et extérieure : 


H 
a=2 b=1 csdai A Luz Areco 2) l2 = SEHR 
c 


[4 


Dimension ellipse extérieure a, =2 b,=1 


Dimension ellipse intérieure a, = cCosl(i, b, = cSinh(l,») 


Avec des dimensions différentes des deux ellipses intérieure et extérieure : la grande ellipse a les 
dimensions a-5, b=4, ce qui donne la dimension de l'ellipse intérieure : 


l 
a=5 b-4 c-NXq?-P? E Arecos 2) Las Areco 2) 
c 


2 
i [4 
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Probléme intérieur en coordonnées elliptiques cylindriques, sur un cylindre de longueur infini 
soumis à des conditions de Dirichlet sur sa surface dépendante de la hauteur et de l'angle : 
solution intégrale 


1 O?r(n.0,z) | 0°T(n,0,z)|, o?r(n.6.z) ., 
c^(Cosà?(p-cos?(0)( an? — Gei | a 

on, = [o.7,]«[o:22]«[7 9.99] Frontière a20, = (h =1, [02] [- 99. ]) 
T uds - f, (0.2) 


zel[-0,+00 


Supposons que la fonction limite soit Y+,X+ en coordonnées angulaire et soit paire en coordonnées 
axiales. Et supposons que la fonction limite admette une représentation intégrale de Fourier de la 


forme : LEE fa f@9)Cos(r) er 5,69) [42 7, 0.9)cos(.2): 
0 0 
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Alors la solution peut s'écrire sous la forme d'un développement en série d'intégrales : 


Ace 
ng =% +00 Iesn, D A 
T(n,0 ,z)= S fa Cos (4 z)f,, (2 ) 


2» 
35 ce [o Si | 
ng-0 0 Iesn, HE x | 


4 


2555 
avec Fon À js — SO dz f, (0 aen [o E ese 


Le processus de construction commence par admettre que la solution s'écrive sous forme d'une 
intégrale de Fourier. Dans ce cas pour le probléme intérieur seule les fonctions radiales Ie et Io 
sont compatibles avec la finitude de la solution en coordonnée radiale nulle. De plus conformément 


au respect de la régularité du gradient sur la ligne inter-focale seule les couples Ie Ce et Io Se sont 
admis. Il vient : 


TUN de Ac 
T(n,0 zm >. [^ Cos(4 z)4;,, (Ale, II A Ceng 0 -—— 


ng-0 0 4 


L'application de la condition aux limites inhomogène de Dirichlet conduit à l'expression suivante : 


ng =% +0 252 2.2 
T(,.0.z)- 5, (z.9)- © [ di Cos(A z)4,,, QE E ke? S | 


ng-0 0 4 


Nng =% +0 2 2 
(z,9)= faz T, (4,9)Cos(a z) ILE 4, (.9)cos(4 z)- S fa Col? z)4,, (Ale, H FE. H Z) 


ng-0 0 


~ CS AM 1 ~ A? 
Or £,(4,9)- S Ban, ken 6.— | avec By, ()-— Í 48 f, (2, 3)cezn,| 6.— 
0 


ng-0 4 
ng —o0 +0 Xe |, ng —o0 +0 E AM 
> > [ ai Ban, (A cess, | 8. —— [Coslaz)= A. [ dA Cos(A z)4, (A)tey,, | be lees, | 0.- 5 
ng-0 0 ng-0 Q 
22e? Ban (A) 
=> Bon (A) = An, (ae, , =) — Any (A) zh A 2 
c 
le, Ü ra | 
Le? 
ng =% +0 le;,, D " | 
"io d 0,z)= > [ dA Cos (A z)5,,, (4 A) 


VE 2 
22c? ca [0 ] | 
ng- C 
=> OT -0 0 le, [s- | 


27 +00 2:52 
2 ; A 
Ban, (4) - zi fas fe fn (z,9)Cos(2 zke, H 2 | 
0 0 
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Tableau synoptique des fonctions propres suivant la symétrie des conditions aux limites 


Propriétés de symétrie Symbole Fonctions propres 
de utilisées dans le 
symétrie cas d'un disque 

elliptique complet, 
creux ou plein 

f,(6.2)- f, el et f(06.2)— fa (0,2) et f,(6.-z)=f,(0,7) — [Ys X Ze | ces (a, 0)Cos(az) 

Zi f -0,2) et f (0,z)=-f 0,2) et fl(0.-2)- (6.2) Ye X- Z+ ` ses aa. 0)cos(z) 

fa(6.2)-—fuGr-0.z) et f,(6,2)=f,(-0,2) et f(0.-2)- f (0,2) |Y- X+, Z+ | cesa (a,0)cos(Az) 

Saz) =-f, 0-0,2) et f,(6,2)=-f,(-0,2) et f.(6.-z)- f, (8.2) |Y- X-,Z+ 5e5,,5 (4,0 Cos(4z) 

fn(0,z)=f,(x-0,z) et f,(0,z)=f,(-0,2) et f, (8,—z) -—f, (8, z) Yr, XT, Z- Ce (a, 0)sin(Az) 

fí(6.2)9 f 0-0,2) et fQ(0,2)-—f,(-0.2) et f,(0,-z)=-f,(0:z) | Y+, X-Z- es, 4 (q.0)Sin(Az) 

fa 0, z)=-f, Œ -0,z) et f,(@6,2)=f,(-0,2) et f,(06,-2) - (6.2) |Y- X Z- ces, a (q. 0)Sin(Az) 

Saz) =-f, 0-0,2) et f,(6,2)=-f,(-0,2) et f,(8-z)=-f,(8,z)| y. X-,Z- 5e5,.5(q.0)Sin(Az) 


Comme la décomposition de la fonction limite s'écrit : 


Ía e-f 


Ja. Y+,X+,Z+ (0, z) + fn xz (0, z) 


foy x«z- (0,z) Jan, (0. z)- 


sachantque  f,(0,z)= f, (27 +0,z) 


La fn xz (0, Z) 


» Jans (0, z) d 


f, (0.2) 


fo G0 70,2) * f4(-0,2) - f, (0 —7,z) 


+ fay- xz. (0,2) i 


" Jans (0, z) 


Sa (0.72) * f, (x -0, 


2)+ f, 6, 


GK Jal = az) 


Jureka z+ (0,z)= 


8 


Ja (0,2) 


Ja Qt 70,2) - fa C8, El fn (0-7,2) 


8 


z) z) 


Sa (0—2) + f, (x - 0, 


z) - fa 9, 


Sa- 7, 


foy xz (0,2) = 


8 


f, (0,2) f Gr 0,2) f, (70,2) - f, (0-7,2) 


8 


f, 0.—2- f, G —0, 


2)+ f, (0, 


z)- f, (0 — ,-z) 


foy xz (0,2) = 


8 


f4(0.2) - f, (1 0.2) - f, (-0.z) 


f mz) 


8 


Z) 


0, 


f 0.-2)- f 


z)- f, (CO, 


z)* f, (8 


fo xz (0,2) — 


8 


Ja (8.2) - f, (0 -0,2) - f, (-0.2) - f, (0 — m. z) 


8 


z) z) 


f, (0,-2) f (x - 0, 


z)* f, 0, 


AG 


Janne (0,2) = 


8 


f, (0.2) * f Gc - 0,2) - f, (70,2) - f, (0-7,2) 


8 


E 


Zull fa 


z)- f, (CO; 


z)- f, (0 —z,-z) 


Ja.Y+, X-Z- (0,2) = 


8 


tal f Gr - 0,2) * f (70,2) - f, (0-7,2) 


8 


z) 


f 0. -2)- fr - 8 


z)* f, 0, 


z)- f, (00 


fna Y-xsz- (0,2) = 


8 


Jn (8.z) f, 0,z) Zut 0,z)+ f,(0 —x,z) 


8 


f. @-2)- f, Gt -0 


z)- f, C6, 


z)* f, (8 — mz) 


Jans (0.2) = 


8 


8 
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Pour une fonction limite quelconque, la solution se développe à l'aire de 8 séries intégrales : 


T(n, 


8,z)= 


4222 
ng =% 0 le, n; 4 A 
dA Cos(Az)r E E e x ce, |0,- 
2ng PE 2 2ng 4 
no-0 0 le b Ee | 
2ng| "n? 4 
A 
ng =% +0 uu 4 | 
+ [4 Cos(A z)/2, a ^ (A) o. ETC 
ng-0 0 tesa Se | 
EE 
DEE ch: 4 | 
203 [ di Cos(Az)f2 7 ( — ln 
ng-0 Q em b Ac | 
no] n° 4 
Le? 
DET bos, d[n- 4 | 
$ 2. [4 Cos(A z)/7, 7 5^** (A) 22 vua 
ng =! c 
e=0 0 tos 4 | 
Ae 
Jg —o0 +2 les», H A | a 2 
di Sin(A z)/2, 7 (4) ——ÀÁ— cenn, 6 — 
PE 2 2ng 4 
"9-0 0 I e 
Eng n? 4 
A 
ng =% +0 tes (n 4 
-* [4 Sin(A z)77,. VENAT EN SC RER 
GES Bent À | 
A 
DET los, [n A | 
+> fa Sin(A Ir) SCH EE 
ng-0 0 lo b _À E | 
2ng4l| "n? 4 
Ac 
ng =% + tons (n- 4 | 
$ > [4 Sin(A z)77,. Se EN SC D 
ng-0 0 Jo b 1d S | 
2n9+2| "n? 4 


Ae 


à 
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Avec les coefficients intégraux suivants : 


2m +00 


p 2 ; 
c (A) F y fas fæ forari O z ke», 
7 0 


27 +00 


am Sny- xazl 0, ze», +1 


27 +00 


Eu ES GEES LEE zal 2ng4l 
Jos, (2)= x d9 paa 0, z)se 


27 +00 


rar mo fafa ns. E zt 0,z)se»,, +2 


2x +00 


> 2 2 . 
Ia (a)= -= fas f dz fy Y+,X+,Z- (0 kee H 
7$ 0 


27 +00 
TY-X+,Z- 


PNE +1 


27 +00 
TY+,X-,Z- 


Song +1 


TY-,X- 
Joss +2 


2 ; 
(2) = SE fas f dz fnr-x:2-(0, ze, 
0 0 


2 . 
(A) 8 = fas [ dz IEN 
0 0 


AM? 


o ££ exta 
H 
H 
H 


D 
H 


2z +00 
2 
E: (a)= 2 fasf dz fyy-x-,2- (0, z)sezn,+2 H 
"y 0 


" kan 
" kan 
££ esta) 


7 bus 


£c sna) 


Jeu 


CC hun 


Prenons un exemple très simple avec une symétrie Y+,X+,Z+, où une zone axiale centrale de 
hauteur 2*lz est portée à T0 et le reste est nul. La solution s'écrit alors: 


T(n.0, gieler SE 


ng-ooct 


NES 


ng-0 0 


A 


S 


le, [^ m 


Cos(A z)Sin(AL. )4,, (4) 


Ceng D 


2.2 
A^c 


2x 
| € A», (2) = [40 Cern, H 
0 


A 
A 


Comme un graphe de contour est assez long à calculer, nous donnons ici juste le profil de la 


solution sur l'axe z, au centre du cylindre elliptique : 


| 
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Probléme extérieur en coordonnées elliptiques cylindriques, sur un cylindre de longueur infini 
soumis à des conditions de Dirichlet sur sa surface dépendante de la hauteur et de l'angle : 
solution intégrale 


1 O?T(n,0,z) ©?T(n,0,z)|\ o?T(n,0,z) 
+ = 0 
c?(Cosh?(m)-Cos?(8))\| an? og? az? 

Dan, eck. äs, nie) Frontière 005, = n = 1, [0.22] [7 99. o]) 
T WE SEU 


ze|-oo,-roo 
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Pour le probléme extérieur les fonctions radiales compatibles avec la finitude de la solution sont 


les fonctions Ke et Ko. Selon le méme schéma de construction on peut écrire la solution sous la 
forme d'une série d'intégrales : 


A? 
ng =% + Ke», D 4 | 2 2 
Y+,X+,Z+ Ac 
Kä [4 Cos(A z)77,; (4)— 5— À5 een, H J+ 
ng-0 0 K 1 _À c 4 
€2n, | Ju: 4 
Ae 
Dg =% +% Keane 4 pO 
Ka [4 Cos(4z) fo e (4) - cen n| 0- 4 ) 
ng-0 Q pl | 
Ac 
ng =% +20 Konyan- 4 | Le? 
Y+,X-,Z 
253 [4 Cos(A Lëlz) — [o i J+ 
ng-0 0 Kos [n | 
Ac? 
ng =% + Koss [n 4 | jd 
Y-X-Z 
* p [4 Cos Ee SE SEI ) ry [o 3 J+ 
ng-0 0 K l _À c 
O2n9+2 n? 4 
T(n,0,z)- NS 
A*c 
DESS Kern D £j Le? 
£ Ia Sina z) Jay (A) heel 0 |+ 
ng-0 0 K L _À c 
Eng n? 4 
Ac 
Hg =% +0 Ken [n- 4 2 2 
Y-,X«Z- Ac 
+ > [4 Sin Ee Fi (2 ) SS EU J+ 
"9-0 0 Ke b SE | 
2n,+1| "n° 4 
Ac? 
ng =% +20 Konn 4 | Le? 
253 [4 Sin(Az)f 17 (4) — lr i J+ 
15-0 0 Kos [T | 
A 
ng =% Toi pesch: A | Le? 
Y-X-z- 
LS Tu swat saver EE. 
ng-0 Q H C | 
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avec les mémes coefficients intégraux suivants : 


2m +00 2:2 

SC 2 e À 

Sa ed (A) = x? fas fe fnrix:,3:(6, zke», H - ese 
0 0 


4 


27 +00 


Fe 2 | A 
DR UE (a)= a? fas f dz Jn. Y-,X+,Z+ DEER - ese 
0 0 


4 


TY-X-Z "M e Ac 
ger *()- SH fasf dz foy. x—z« (oes, Jo: z ese 
0 o 


27 +00 


y, X- 2 de 
us T (2) = x fas f dz Innen (0, z)se;,, a [o- ££ kan 
0 0 


2m +00 2 2 
~ T 2 = À , 
peu ol [ d9 f dz f, ys x z- Lë z)eens, o ££ aan 
0 0 


2z +00 2.2 
y = 2 | À > 
a al fas f æ fana rens s- s Jodi 
0 0 


TY-X-Z 27 i Ac? 
ma Ge fas f æ Syra x-z ens ZC bus 
0 0 


2x +00 2.2 
~y- X-Z- 2 . À . 
e Z ul fasf dz Sarx- z ores [0 À joe 
0 o 


La solution du probléme extérieur suivant s'écrit donc : 


o l,, ` oo|x [0,27 ]x E oo,--oo] 006, = Ki =l; jx [0,27 ]x [- oo,4-oo |) 
T WC SE NEE SCH NC 20 


€ 


Zelt. ze|-oo,-1. ze[-. BS 
A 2 
2T EY f ai Kem [n- ^ act € 2c? 
T(1.0,2)- 2 S^ f D À Cos(a z)Sin(àl; Ma (4) p 2 i | < An, (à)= f ace [0 i ) 
ad SE ^ | ` 
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Exemple à trois dimensions : probléme de Dirichlet sur une section elliptique pleine et bornée 
avec une condition aux limites homogène sur la face cylindrique, et une hauteur tranchée en z 
avec des conditions inhomogènes sur la section haute et homogène sur la section basse. 


05-10 


Le probléme se présente sous la forme : 

1 8?T(n,0,z)  o?T(n,0,z) |. &?T(n.0,z) 

-0 Qg,- -|0.L, |x[0.2z ]x [0.7 
Deco op] 060 (oi ons c but doner] 
Frontière Qg, =( =l jx [0.27 ]x [0.1, ]) 20.7, | [0.2] 1z = 03) o (0.7, | [0:22] {2 = 2, } 
1 

E Ve ME TU. 2528 241 = 0 pe 2} 2,1 = /- (7.0) 

: T "hr 


zelo] 


Les conditions inhomogènes sur l'axe donne ne peuvent conduire à des valeurs propres (cas de la 


: , : < e : 
variable de séparation ech ), mais donne des fonctions de la forme : 


Eë e al 
4 


a; <0>q=|q|= > |a; 
i, ME, 


2 
Z" (z)-læ;|Z(2)=0 = Z(z)=4,e © +B,e © -C,Cosh 2l, + D, Sinh 24H 
C C 
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C'est maintenant le paramétre q qui présente des valeurs propres discrétes. Pour cela nous allons 
comme d'habitude séparer les composantes de symétrie angulaire de la solution, comme ceci : 


D, —90p, =% AT 2 je 
TOU 2c NN mg \Sinh SE Ss z |4 


je je 
Je,,, D KÉ ,2ng Le, (o. du ,2ng 


FE | Je 
ny =Ong =0 A d , 2 d. ng 
inh ———— ——z |+ 


Je Je 
+ > > Je, ua, lee, (e. d 2n 
n,-lng-0 2 Je C 
" g 7 Q,, 2n 
Sinh x og 
C 
= EE Yr,X- jo 
ny = On =% de ( jo ) ( P ) : 2 | d», 2n 1 
+ > x : Jo N, 5, 2n, SEa ngl 0, Q5, 2n) Sinh ee Zh 
n=l ng-0 2 Jo [6 
N ny ,2ngtl 
Sinh L 
C 


Gë Y-x- IA 

Da Em =% À, SS ! i 2 d. 2ng42 
= Jo Je Se 0 Je inh ——" 
e 2n, 42M» dn, Amen 3 ) S€2n, 42V » Qn, ,2n9+2 S 

n=l ng-0 ZA San? 


A 


Il est important de constater que chaque composante de symétrie possède son propre jeu de 
valeurs propre q, à savoir : 
Sériel> n, © q; tq Je,, bass J- 0 


ny ,2ng 


Série 2 — n, €» q” tq Je, Ahoi, 0 


n,,2ng*l 
by jo jo - 
Série 3 — n, e Q5, 2n tq Jos, ai 0 


Série 4> n, © qf} tq JO, is Go, d 


n,,2ng42 
Avec la décomposition de la fonction limite sous la forme : 
f2 01,0) = fzy. x 05,0) * fiy x 050) * fiy x 050) - f- y- x 0,0), sachantque — f, (0,0) — f; (1,22 +0) 
fa 0,09) * fL mz -0)+ f,.(n,-0)+ f: 0,0 -x) 
Tee (7, 0) 


4 

fors (50) - 42069) * 0n 0) EE 0) - f; (n.0 -2) 
fer. (1,0) = EP J-(7,7 —0) IE 0)- f:(7,0 —2) 
EE f; Q.zx -0)- f,(7,-0)+ f; 01.0 —2) 


4 
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Et en utilisant la relation d'orthogonalité bidimensionnelle des fonctions propres de Mathieu de 
premiére espéce angulaires et radiales avec le poids (Cosh(2n) - Cos(20)) : 


I, 27 


| | dn dO(Cosh(2m)- Cos20))7. x, @n.0)Je,, bai. kee. 


AT" _ 0 0 


LE ly 2m 


| Í dn d0(Cosh2n) - Cos20)fe,, Jo a". Dee, Jar. 
0 0 


ly 27 


| L'an dO(Cosh(2m)- CosQ0))7. gue, e.a ss be, 0. a1 ui) 


Y—X* 00 
n, ng 


WEI? 


| | dr dé(Cosh(21]) - CosQ26)Yue,, Jo, d a) Ce, Jo o Soe) 


ly 2m 
| l'an de(Cosh(2)- CosQ0))7... x- (00:0) Jonn, ai, Bean Ja, 
A = — 1,2 


f [an dë (Cosh(25) - Cast 20 Us, Ju. d, 2ng+l Fe, Kai, } 
0 0 


Í Í dn d6(Cosh(2r)) = Cos(20))f. y_ x- (n, 9)Jo,, i2 D CHENE be (o. d. s | 
EE 


We? A 27 


f [an de( (Cosh(27) - CosQ6)Yuo,,, . n. oi Da, Jar, I 
0 0 


I, 27 
Y-,X- 
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Solution qui finalement se résume (un peu long tout de méme) ainsi : 


WEI? 
| [dn do(Cosh2n) —Ceetä0lt, 9. gue Ja". Jes f. a7 ) 
* 00 


4n c. ius 
[fas d0(Cosh(2m - Cose, n.a. ee 0... Ÿ 
I, 
ffan de (Cosh(27) - Cos(20))f.. ry-x+ (1, 0)Je,, . Jai, be, 6,4 an) 
de = 0 0 7, - 
j fan dolCoshen) - cosQeyhue,, ba. eos, Joar. P 
0 0 
ly 27 


| | dn délCosh(2m— cos Q0)... (m0. CR TIA CT 
m =À 


2x 


E 
Í fan do( (Cosh(21]) - Cos6)YJo,,, A D C APR y ke. (o. ani Ir 
0 0 


I, 27 
Í Í dn dO(Cosh(2n) = Cos(20))f. y- x- (n, 0)J0,,,: D Go? n942 be, (o. SE at ) 
gra = 


I, 2x 


Í fan dO(Cosh(27) F Cos(20)JJo,, .. D d 2n+2 J ke. z D RE et J 
0 0 


Weg ES A i ; d kg 
T(n,0,2)- 2. 2. Lars. Je, bai ke, (8,4% DE 2 ) 
"n 0 » dr, ,2ng | 
C 


N 


m Y-,X+ | je 
Np =%n, =0 d 2 
" n d A n J ( je | (o je k h d, 2n9 1 + 
En V] » s, 2n, 1 ] C€2n, A VU » d'a, 25,41 PM Z 
mc ngo 24] on S 
Sinh 2] 
A. 

e RE FAKE jo 
QU AS Sos ciis as dna s a A, 
by 25 ; CTT 1]; Fa, 2n 565,4 ^d angl in Z 
n=l ng=0 2410: rdi S 

Sinh IT 
Z 


2 Q CTI zi NES | 


Avec d, 2n; tq Jen d m Lu et Us 2m1 tq Je, a sd] ann) 0 
et ai , Anen) tq Jo», Ka e MED et d Za? tq LEE 


n,—9no— EE 
"EN jo 
+ » > Jo, (n.a? is) sess. 
Ze ec, 245, 22,52 
Sinh L 
C 
q 
q 
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Au vu de cette solution un peu longue dans son formalisme, il est temps d'essayer d'illustrer avec 
un exemple le plus simple possible, à savoir une fonction limite constante sur la section haute du 
cylindre elliptique. Et de ce fait seul la symétrie Y+X+ est retenue. Voici le jeu des premières valeurs 
propres du probléme avec diverses configuration d'ellipse. Soit une ellipse de grand et petit axe a,b, 
le paramètre £-a/b se calcule comme suit et les valeurs propres sont les suivantes : 


a a 1 
E= b => Cosh(no) Sp 2 2 E 2 > Je», Din, däs ml =0 
Aa -b dice 


n2z0 Jeo (no, 0m) =0 
e= i x ul d MM E 


E€ =2 = No -0.549306 qo — 2.675045, 18.664299, 49.500992, 95.145574, 155.59564 
E =3 > no -0.346574 qo m =6.215625, 47.7875, 128.8875, 249.4625 

nl Je» (119 daa) -0 

£- ` = No =1.098612 45, —2.7204526, 7.4232052, 14.937313, 25.291423, 38.432201 


E€ =2 > no 20.549306 45, —7.5213012, 28.022784, 63.729458, 114.28136 179.65104 
E€ =3 > no = 0.346574 qz m =13.018683, 62.794186, 152.36748, 281.45415, 418.03752 
n=2= Je4 Din, am) =0 

E = i = No 1.098612 q4 m —6.1823218, 12.717788, 21.635037, 33.52658, 48.266678 


E =2 > No 0.549306 q4 m —15.63515, 40.148042, 80.589915, 135.98582, 206.23841 
E =3 > no =0.346574 q4 m =23.468485, 80.854477, 178.78862, 316.33769, 493.41248 
n =3 > Jes (No46, m) = 0 

£- ` = ng =1.098612 qe m 210.762775, 19.614843, 30.099482, 43.337054, 59.60616 


E€ =2 = No —0.549306 qe m — 27.134765, 55.25241, 100.23603, 160.37911, 235.45584 
E =3 => No =0.346574 qe m =37.8625, 102.1875, 208.2875, 354.2125 
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Seul le terme Y+X+ subsiste : 
I 2m 
Í Í dn dO(Cosh(2n)- Cos(20))Je;, h. qu = b, i ) 
n? n? 
Zur 05,0) = Ty > DANAI m — 


ny Ig I, 2x 
f fan dol (Cosh2n)- Cos20))Le, b. SC np F MR b, ai 2n F 
0 0 
je 
A Sin] Nm 
ny Kë c 
WIERK? Y = Jen, bai, Je, ka, Avec qua. t4 Jen, laf s, | 0 
n,Q-l ng-0 2 A ST 
Sinh ——1 


Une fois développée l'intégrale , il vient : 


I, 2x H 


n 
[ancostQn pressa an, L Tak, b, o pe J- fanes, h. a 2n L «f aoco ocen, b, d p" ) 
Y+,X+ 0 0 0 
Wi g ly ly 
z | anCoshlon fjes, ba an, J - jante, bai, Px j dë ue Boce, b, d; 2n, F 
0 0 
je 
ATX Sinh Aon 
hn, =0 ce c 
" DES 
je je je = 
T(,0,z) =h 2. 2, TE Jern makan, N ka, Avec a% aa, (4 Jern m ls 0 
n=! ng- 


d; H 
Sinh ——— 1 
C 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 694 


Exemple à trois dimensions : probléme de Dirichlet sur une section elliptique pleine et bornée 
avec une condition aux limites homogène sur la face cylindrique, et une hauteur tranchée en z 
avec des conditions inhomogènes symétriques sur les sections haute et basses. 


0.5.40 


Je choisi de présenter ce probléme car c'est une extension du probléme précédent, mais en 
supposant que les fonctions limites en section haute et basse ont la méme valeur ce qui permet de 
ne pas trop « alourdir » la formule de la solution. Le probléme se présente sous la forme : 
1 O?T(n,0,z) | o?T(n,0,z) |. e?rT(n.0,z) 

+ + = 0 
c?(Cosh? (n) - Cos? (0) an? 00? a 
Frontière 005, = (in =1, }x[0,27]x[0,1, )) o (0,7, ]x[0,27]x (2 = 0) o (0.7, ]« [0:22] (2 — 1.1) 
T(n,0,z asf 70,7 SEL BEN Ee SCH 

Les bad ` Je Sec Nis AL 


Gan, = 0.1, [0.22] [0.7.] 


Pour trouver la solution il suffit de décomposer en deux sous-problémes, avec alternativement une 
condition homogéne en section haute et inhomogéne en section basse et inversement. 
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La solution s'écrit alors sous la forme : 
D 2x 


I f dn dO(Cosh(2n)-Cos(20))f. y4 x (,0)Je 


Y+X+_ 00 


ke, H sf ) 


je 
2n bn ? Ta, 2ng 


n, no lı 27 


f f dn dG(Cosh(25) — Cos(20)Jez, D SS 
0 0 Ü 
Di 2x 


| Fan ae(cosnQm - cosQoy)r. r- 1. les à 


Y= AF 00 


Thai. 


je je 
b. 45, 2ng-*l ke», +1 (v. In, »2no+1 ) 


2ng 


nj no lı 27 


f f dn d0(Cosh(25) - Cos (20) ) 
00 


Ces Ga 


I 2x 


I f dn dO(Cosh(27)- Cos(20))f. y+ ..(1,0)Jo 
0 0 


Y+X- _ 


je je 
n, 2ng4l y bue +1 (o. 45, ,2n9 +1 y 
jo 


jo | 
D 45, EISEN US +1 (o. Ta, ,2n9+1 ) 


2n9+1 


Dy o VE 


I f dn dO(Cosh(2n) — Cos(20)) 
00 
I. 2x 


I f dn dO(Cosh(2n)- Cos(20))f. y- x-(n,0)Jo 
_ 0 0 


E +1 b (d 


Y- X- 


jo jo 
n,,2ng4l y Hä +1 (o. d5, 2ng-l y 


jo 
n,,2ng42 


b. q be, +1 H SCH +l | 


2n9+2 


An no l 2x 


f Fan do(Cosh(2m) - Cos(20))J02,, +2 h. q 
00 


DA ng =% 


T(g,0,z) = > > A 


n, =] ng-0 


Y+X+ 
D, ng 


n, =® ng =% 
Y- X+ 


je je 
Je», s. Ta, 2ng Le (o. d5, ,2ng ) 


jo 
n,,2ng*2 


y (sean, +2 H d 4 


nj,2ng*2 


j 


2 i. 1 
UT M EL 


C 


Zz 


je je 
ch Je, +1 D Ia, ,2n9+1 Le +1 Q 45, no +1 ) 


2,2,4 


nj-l ng-0 


Ku? 


ny =® ng oo 


2. 


nj-l ng-0 


YrX-— 
n, ng 


jo jo 
+ J05,,41 h. d5, Zme zl EE (o. d5, 2n ) 


D, —90 ng =% 


2:24 


n=l ng-0 


Y—-X-— 
nyng 


jo jo 
+ Joan h. ai bes ai, 


je 
In, 279 


Avec 


je 
tq Jess, (, S Ta, ,2ng ) 


Jo jo K jo 
et Ta,.2no+1 tq Joss al 4 2 sa) 0 et d5, n9 +2 


Je 
Sinh ds, 2n 
in ru = 


24/45, 25 1 
Sinh ` EC 
d 2445, 2n, 1 
SN] ———————1 


c 


N 


C 


jo 
: KÉ 2ng4l 
z) + Sinh A 


z 


jo 


: o 
2 d, 2n942 Ta 2n +2 
( A 


Sinh 


z) + Sinh 


Z 


. 2445, 2n, +2 
Sinh ————— 1 


z 
C 


Je Je ER 
et KÉ ,2n9 +1 tq Jen +1 (, E In, EINEN Jm 0 


jo M 
tq Jon, +2 H > 45, 2ng2 }- 0 
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Prenons le cas le plus simple d'une valeur fixe TO en section haute et basse, il vient : 


2x 


D ^ 2x 
Larei, " d. 2n, L [ dolces, lo, Ii om L Í del, " GE L Í d6Cos(20 Cern e GE ) 
0 0 


AYt-X* 0 0 


WA ly ly 2% 
s [ 4ncost(2n o;, hra” } - fan(ve (ra J <f d6Cos(20 des lora? F 
ny ,2ng ny ,2ng ny,2ng 
0 0 0 
2 qi. 2 gi. 
Y+,X je je | Vn, 2n, e V Pn, 2n 
KE ‘Je, (af, be ka, Sinh > (L z) + Sinh = z 
Ny =% ng =0 
- je je - 
n,-l ng- n, 2n 
| Sm CH: 


z 
c 


Le profil de solution sur la section elliptique à mi-hauteur donne une graphe de contour de la 
forme : 


Le profil de solution sur un plan médian passant par le grand axe de la section elliptique (y=0) 
donne une graphe de contour de la forme : 
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Exemple à trois dimensions : probléme de Dirichlet sur une section elliptique pleine et illimité 
unilatérale en z avec une condition aux limites homogéne sur la face cylindrique, et une 
condition inhomogène sur la section basse. 


—— A !— D ) 


Le probléme se présente sous la forme : 
1 ô TA z) , 2? T(n, 0,2) , 2 T(n.6,z) o 
c" (Cosi? (7) - Cos? (0)) on? 00? ez? 
o, = [0.7 I«[o22]«[0.1,] Frontière 005, = n =1, [022] [0.59] 5 (0.7, | [0:22] {z = 0}) 
T(n,0, Wa E -0 T(n.0, ion = f (7,0) 


zelt, Ae 


Compte tenu de la finitude de la solution pour z infini les fonctions axiale sont de la forme : 


2 li 


Z"(2-le|z(2202Z(2-e © 


4 
a; «02 EE 4d 


CAE 


Avec la décomposition de la fonction limite sous la forme : 

LH Dad ke Të (0.0) * se (7,0)+ fiy (1,0) + £y-x- (7,0), sachantque f.(n,0)= f.(n,27x +0) 
,0 zk 20 + ,—0 + ,0—7 

EN UN ES UU, ) fs ) "UI ) f.q ) 


4 
fosa (1,0) = 49859) fo m 9) e 0) - f;(n,0 -z) 
Sarx 50) = T0050) pt 0 HU 0) Foo 7) 
007020) Az 0) f, (19) * fo (1.0—7) 


4 
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La solution s'écrit sous la forme : 
I. 2x 


f f an do(cosh(2m)- cos 20), y... 00e (ra, esso. a.) 


Y+,X+ OO 
Jy yo ln 2x 


f fan dO(Cosh(2n) — Cos(20) Jez, D i on y Pa (o. i on y 
0 0 


Di 2x 


I f dn dO(Cosh(27) - Cos(20))f. y- x .(1.0)Je»,, 1 D q TES inr (o. q Low ) 


Y-X+ 00 
Jy sto ln 2x 


f fan dO(Cosh(29) — Cos (20) Jezna ka, P ech (o. di angr y 
0 0 
la 2x 


| f an dO(Cosh(2m)- Cos(20))f, y. x Vie, e.a] usa ke bai, 
0 0 


YtX- . 
nj no HEI 
I fan dO(Cosh(25) — CosQ0)YJo,,, (a.a y Deeg Kai, y 
0 0 
A 2x 
| Fan ae(cosnQm - cosQoy)r. y. .0705, 42 h "T o" (o. af aa) 
Y-X- __ 0 0 
WW VER 
I dn d6(Cosh(29) — CosQ0y|o,,, +2 kan, y OMA (o. y 
0 0 
Nike ng —oo E: V 45, 209 zi 
Y+,X+ je je c 
> Anno Jen, bai, Jce,, kan. | £ pt 
ny =1 ng-0 
n=% ng =% (X 45, 20g 
Y—-X je Je 
i > > 4, Bu eas, #1 b. SCH 2ng*l Le SL Q 4;, 2no+1) € 
n,-l ng-0 
T(n,0,z)=4 " © 


D, =® ng = 


q. Y+,X— jo ) ( jo ) 
K 7 P 4 An, sng JO ny bai ,2n9+1 S5€25541 0. d, 2n 41 e 


Ki =] ng-0 


jo 
2, Han Zug 
RE 2 
ny =° ng =% - 


m > > FX jo ) ( Jo 
An, E Joy +2 h. 45, 2ng42 Seng +2 0, 45, 2ng42 € 
n,-l ng=0 


CH 
e T 
j 
CH 
E + 
jo 
d, 2ng2 
CH 
C 


je je = je je 5 
Avec KP 2n, tq Jern, ka ,2n }- 0 et Kë 2ng4l tq Jen (, (d, 2n ME 0 
n°279 n°270 n°279 n°270 


jo jo S jo jo = 
et KÉ 2ng4l tq J05,, 41 A ,2n ME 0 et d; ,2n9 +2 tq J05,,42 kA EE 0 
n:2ng n°270 n°270 " 
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Prenons un exemple simple où la fonction est constante égal à TO sur la section basse. Alors seul le 


terme Y+X+ demeure, il vient la solution : 
2x ly 


I 2x 
famcosh(emve,, bi Geh L f dolces, lo, ar P L Í gl h. af om L Í d6Cos(20)ce;,, e on ) 
0 


n? 


YnX- 0 0 0 
LL I, I, 27 
z | anCosn2n fjes, T } - jante, T F gd d6Cos(20)ce;,, ka. F 
0 0 0 
1,790 ng =% | | KE LET " 
T(n,9,z)=T Kä do Jean bai. Joss: bai. L c et d 2n; tq Jer, l, ^d; an, le 0 
n=l ng-0 


Le profil de solution sur un plan médian passant par le grand axe de la section elliptique (y=0) 
donne une graphe de contour de la forme : 


e 


Lu 
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Probléme intérieur en coordonnées elliptiques cylindriques, sur un cylindre de longueur infini 
soumis à des conditions de Dirichlet sur sa surface dépendante de la hauteur et de l'angle, 
constante sur une hauteur donnée et nulle en dehors. 


Il s'agit du probléme suivant : 
1 TRS. Cal rez) a 
: 2 


c?(Cosh m -Cos 0] an? og? e 
Qo: = [o.7, L In zk, [- o0,--co] Frontière O26, = (5 =l, ) [0.2] [- o,4co]) 
"hä ] RE To "hän ] Se T(n. 9. Ast =0 


ze|-L. HL. h ze[+L, Aen 


Il présente une symétrie Y+,X+,Z+ et la solution admet la représentation intégrale suivante : 


Ac? 
= oo le, T.——— 
^ D To z e[- 1.1] ee. F d 4 | A 
fn (0,z)- f | T(n,0,z)- 2 [ dA Cos(A zl GS an 0,— S 
id le, lune 
4 
2x 2.2 27 2. 5 
y. 2 Ac KKH Ace 
avee Pon (a)= Zh Jas, H n Jj dz Cos(Az)- EA Seu us Ces, H à | 
2.2 l=% 2,2 27 2:9 2,2 
ce, | 6.- ZC |-N 4g» ZC Loue) | bee | Be ngu pa ee. 
4 4 d o 4 4 


7 AT a. : A? 
Dé Son (2) = A OL Ja? f- d | 
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Le premier coefficient de Fourier de la fonction de Mathieu angulaire ce, dépend bien évidemment 
du paramètre À de l'intégrale de Fourier, et la solution s'écrit donc : 


| Aa 
ng =% +0 22 Iesn, 7.— ER 22 
rino) E TZ losa cl À) a en [0 E 


E À c? 
ñng=0 
0 0 le, [^ — | 


Pc? 
2T, dà Team, D 4 | Le? 
ou T(n, 0, de 0 ma E Cos(A z)Sin(AL, 4, (4 ) - 21 H 


2x 
— 2 Ware 3 | «— Any (2) = [40 Ce, H 
677 0 ley, lp 2 0 


Remarque : la solution du probléme extérieur s'écrit : 
o - l,, ,oo]x [0,27 ]x [- oo,-oc ] 00, E (hn = ly jx [0,27 ]x [- stell 


ng-0 0 


4 NC =h T ëch =T 1.6. No a) =0 
e —L ,«1,] ze —e,-1,] zetH, ,+0 
2.2 
4T, da Ac? Fes [n- À 
T(n,0,z) - —- aS js Cos(A z)Sin(AL, Dal S | 


AM? 
22 2 la: A | 
C 
Ke [1-5 | 


D'autre part la solution peut également se calculer à l'aide d'un développement en série. On utilise 


un procédé classique de séparation du problème aux limites en trois sous-problèmes : 
Oo = lo. 1, [0.2 ]x [- oo,-Foo] Frontière 0Q,, = (hn =l ls [o, Zeck, [- oo,--o]) 


Q, -[o.1, «[o22]«[- 1.4]. o-hukbäckb el 5 = [o.z I [0:22] [7 99. ] 
jl si (n,9,z)eQ 

Notons SEH M (n die ecd 

T(n,0,z) - Ta (n.0. z)8 o, (1.0. z) To, (n.0.2)8 6, (n0. z) - To, (n.0.2)8 6. (n.0, z) 

To, (.0.2)- (T, + To, (o. 9. IR (7,0,z) 


E Där ] To, las] 
X M, el 
d E To (1,0, z)--i ER 
"hä, zm a, (1 "iion" To, (n. kel o* Ta. (n. iion To, (7,0 ah zl - T, 
Ns » e To, (n, 0, cl: "H Ww Ta, (n, 0, z)z- GE 110-4; nel, 
zel|+/ ,+00 el.) 
T(n.6, Ri c ME j To, (7,0, HS jr el 
+ To, (n.0, Me, To, To (1,0, cl 
oa "E 


Les conditions de continuité et de dérivabilité en z=lz doivent être vérifiée, soit : 


Ta, ( 0.0, lei ch -Io * To, Mi ] 
nel0 ne 01, | 
Toi(n, m in Jk, 
ne neit 
ôTo, (n.0,z) _ ÊTa, (n.0.z) 
Oz Sec, Oz z=, 
SEA Grat 
GT (n.0.z) u OTo, (n.0.z) 
z--l, Oz 
Sat dy 


Ac 
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Développons en série les solutions dans les deux sous-domaines. Dans les sous-domaines supérieur 
et inférieur la solution est de la forme : 


ny =% ng =% B 

T, ( 0 z)= B Je ( Je Joe (o. Je e 
Q, 1-0, ny ng Y “2ng (1:5, 2n, 2ng 4j, ,2ng 

n,=1 ng=0 je ( je E 

Avec 45, 2n; tq Je»,, lasan 2n = 


2, 45. 2n 
7:270 
—— (z, 
= (+1) 


n —99 ng =% 


To, (n. 0, z)= S Kä Cn, no 1€ 2ng h. ai e ee eng (o. ai 2 e 


n=l ng-0 


Dans le sous-domaine cental, la solution s'écrit sous la forme : 


je 
2 
Cosh di 
ny =® ng —oo c 
To, (10,2) Z - T, * Y KS An, E Jern b. o SAT Eng b, q% X ES Avec a ne tq Jen, ai, 0 
n,-l ng-0 n, ng 
Cosh ——— —1, 
C 


Exprimons également la relation de partition de l'unité, en développant en série cette fonction unité 
à l'aide des fonctions propres radialo-angulaire de Mathieu. On introduit donc une série de 


coefficients propres au développement de la fonction unité : 


A 27 
Í dn dO(Cosh(2n) - Cos(20))Je;, h. abs |n b, gs, | 
0 LE 0 
Ny Mo I, F ` Avec q% ,2ng tq Je, Lan ng js 
f [a do( (Cosh(25) - Conte, 2 2n Plesl, q” 27 J 
0 no^" 
0 0 


> » EE v Je:,, b. dé D» ke, b. aË anp ki 


En P maintenant les conditions de continuité et de dérivabilité à l'interface des deux sous- 
domaines, il vient un systéme d'équations linéaires trés simple pour les coefficients des 


développements des deux solutions : 
2445, IP 2 ds e I 


A Sinh ——— — 1, |2—B, , Cosh| ——— —1, 
n°70 


n, ,ng 
c c 


2445, 2 HUE 2447, 2n 
Sinh n,.2ng 1 " Cosh n°270 je 
C 


x LA c 
An, = ToU, ne 


An, EU] 14 D E ToU, no + 2 
2 q” 5 MILES m 
Wad? I = ` d c 
sh ——— Bn, no = Cnn = ToUn me ° T ceste 
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Ce qui donne la solution du probléme aux limites mixte : 


= = 2 qi 2n Je 
Ju ng —oo 8 Y "5:2" L 2 d 2n 
U l-e € Cosh| ————— 
Dy Jg 


= 2, qj 2 Je 
D, —90 ng =% An 270 2 2 


S Jen, mM m b, Ta ng ) (n,0,z) € Q; 


= ny ,2ng F ; 
E c ; je je 
T(n,0,z) - T, > > Done Sinh "e rone Je, mM ke, ka, (ng. Jett: 
n=l ng-0 
=0 HA Za, je 
Jy —90 use 5 vim 2 ES " " 
c f 
D > U, n € Sinh -—— L Jes, (0. 25, JOE STEIN (n.0,z)e Q4 
n=l ng-0 


je je 2 
Avec Any tq Jern l, WI 2ng L 0 


Il est plus judicieux de transformer la partition de l'unité par elle-méme afin d'éviter l'annulation 
numérique aux limites du domaine Q, : 


SS In, 2n d ; 
Ge 
1- > Ue "P Cosh EN E Je», mM EEN ka, | (0,0,z)eQ, 
n,-l ng-0 
T(n,0,z)=T, 

ny = ng =% 2 aK an 2 je 
Sù e : "Sinh ERI Je h q” ee (o q” ) (n,8,z)eQ, VQ 

d Dy Mg c D 2ng \P n, ,2ng 2n9 V? n, no $159 2 3 
n=l ng = 


je je = 
Avec d, Zu tq Je», latu, -0 
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Voici le graphe de contour du plan médian y=0, selon le grand axe de l'ellipse, obtenu à partir du 
développement en série : 


Comme la solution sous la forme de série d'intégrale est extrémement coüteuse en calcul, y compris 
avec Mathematica, nous reproduisons le profil de solution sur l'axe z, soit la droite verticale qui 
passe au centre de la figure ci-dessus . Les deux solutions ont été reportées et montre un trés bon 
accord, gage qu'il y a des chances pour que les formules de calcul soient justes. On note un léger 
décrochement en z=+1 et z=-1. Il s'agit de la zone frontière entre les différents sous-domaines pris 
dans le développement en série : 
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Exemple à trois dimensions : problème de Neumann sur une section elliptique pleine et bornée 
avec une condition aux limites homogène sur la face cylindrique, et une hauteur tranchée en z 
avec des conditions inhomogènes sur la section haute et homogène de Dirichlet sur la section 
basse. 


Le probléme se présente sous la forme : 
1 O'T(g,0,z) O'T(g,O,z)) O°T(n,0,z) 
+ + = 0 
e" (Cosi? (n) - Cos? (6)) on” 00° Oz? 
On. 710.7, ][o.22]« [0.1] 
Frontière 0Q,, = (n =} Ix [0.2 ]x [0, D De (lo. L ]x [0,27 ]x {z = v (lo. L ]x [0,27 ]x {z = D 


-0 TGm86)z5,,-0 TO 


L 
n= 0,27] Es ] 
Oe 0,2. ] see ne vil 
ze 


= f.(7,0) 
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Les mémes conditions inhomogénes sur l'axe conduise à des fonctions axiales du méme type. Le jeu 
des valeurs propres discrétes q est maintenant déterminé par le respect de la condition homogéne 
de Neumann. On peut également comme d'habitude séparer les composantes de symétrie 
angulaire de la solution, comme ceci : 


|| je 
SE d. je je . 2 d. »279 
T(n.0,z) z Kä E Je D d, 2n Le. D d, 2n; Jsinn EE 
Sinh e me eg 


=0n, = Y-,X+ je 
n, =0n, =00 ; | 
E 7 9 E J Ze 0 je K h 2 d, 2n 41 + 
7 Eng du, 20041) C€2n, AV > dn, 25, 41 PM 2 
n,-lng-0 2 Je C 
n 9 Sinh ds ing4l I 
nn — — — —— 


Zz 


C 


= = TEAS [ jo TA 
n, =n g =00 ; 
X $ A, ni J jo 0 jo s h 2 A Zu 
* O55, ils n, 2n, 1) €25,44 C> Qs, Ant PM Z |+ 
=1 n= Jg! C 
n,-lng-0 2 
E Sinh KÉ ,2n9+1 I 
nn  — — —— 


FA 


C 


AE Y-x- | jo 
n, — One =% A, 35 A 2 d;, net? 
inh ——————z 


TX 


Jo jo 
7 Jos T D d, 2n 22 
n,-lng-0 2 Jo s 
n 9 Sinh Q5, 2n 42 I 
Inn| — — —— — 


P4 


[6 


Chaque composante de symétrie posséde toujours son propre jeu de valeurs propre q, 
correspondant à l'annulation de la dérivée premiére des fonctions de Mathieu angulaires à la 
limite du domaine, à savoir : 


F. D j d j 
Sériel> n, e qf tq dg e Do, Lu 


Dy ,2ng 
Série 2 je d J ( Je E 0 
erle z — n, c d», Zuel tq d Cng +l n? dn, 2n, n 
7] 


T : d I 
Série 3 ^ n, © d anys tq dg Pra HIE 0 


£t jo d jo 
Série 4 > n, © d ee? tq ES ka, 0 


Avec la décomposition par symétrie de la fonction limite : 
f. 01,0) = fiy. 059) * fiy x 05,0) * fiy x, 05,9) * fiy x 00,09). sachant que f. (.9) = f.(7,27 +0) 
fo 01,9) fo, m -0)+ f,(n,-0)+ f9(n,0 — x) 


Jiascys (7,0) = ^ 
fosa 00,0) » T8859) fo (m 9) DE 0)- f,(n,0 —z) 
focus 0,0) = LOT fom -0)* 1-8) 0,0) 


f (1,0) - fett, -0) - f5(n.-9) *- fo 01.0 - 7) 
A 


J-y-x-,0)= 
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Et en utilisant la relation d'orthogonalité bidimensionnelle des fonctions propres de Mathieu de 
premiére espéce angulaires et radiales avec le poids (Cosh(2n) - Cos(20)) : 


I, 27 


| | dn dO(Cosh(2m)- Cos20))7. x, @n.0)Je,, bai. kee. 


AT" _ 0 0 


LE ly 2m 


| Í dn d0(Cosh2n) - Cos20)fe,, Jo a". Dee, Jar. 
0 0 


ly 27 


| L'an dO(Cosh(2m)- CosQ0))7. gue, e.a ss be, 0. a1 ui) 


Y—X* 00 
n, ng 


WEI? 


| | dr dé(Cosh(21]) - CosQ26)Yue,, Jo, d a) Ce, Jo o Soe) 


ly 2m 
| l'an de(Cosh(2)- CosQ0))7... x- (00:0) Jonn, ai, Bean Ja, 
A = — 1,2 


f [an dë (Cosh(25) - Cast 20 Us, Ju. d, 2ng+l Fe, Kai, } 
0 0 


Í Í dn d6(Cosh(2r)) = Cos(20))f. y_ x- (n, 9)Jo,, i2 D CHENE be (o. d. s | 
EE 


We? A 27 


f [an de( (Cosh(27) - CosQ6)Yuo,,, . n. oi Da, Jar, I 
0 0 


I, 27 
Y-,X- 
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Solution qui finalement se résume donc ainsi : 


ER 
f fan dO(Cosh2N)- Cos(20))7.,.. ..(n.0)Je,, Ja". ke ar. 
dur 


ffan dë (Cosh(27) - Cos(20))Je,, DER d. dx Wio, Kar. Ir 


Dur 
Í [ dn dO(Cosh(2n) zx Cos(20))f. y- v, (7,0)Je,, à D d, ana ke, o E ) 
a GER 


I, 2x 


| j dn d6(Cosh(2r]) E Cos(20)Yue,, . D E J Ce, (o. 0, ans y 


EI? 
| l'an dO(Cosh (2m) CosQ0))7.. ën, hai. be, Rail 
0 0 


de 7 Us 
Í ji dn d6(Cosh(21]) E Cos (20) Jo, . D EE y (se, + (o. gs } 
0 0 
WE? 


Í fan dO(Cosh(27) SS Cos(20))f. y... (n, 0)J0,,,: D ds +2 ke. D oi 
dw ee 


ly 27 
j l'an del (Cosh(27) - Cos) Yo, NC 285 NI Jan, P 
0 0 


EE Ar | 2af on 
T(n,0,z)= >, > T - Jern, ai, Jee, ai d 2n kr A Aj 
ny-lng- 
su | 


Hamus 2 qi. 2n9+1 
ES je je : n»2ng* 
Kë Je;, a (0.45. lee, Ai zi zt 
n n C 
D 0 


2. Iq? 
Jo jo ` d, ng 
Jos UE ny 2n SE, 0.0, onu inh S z |+ 


T SE E Meroe c PA a 
m Le 2n, 42D Qa 2542] San +2 0 5, 2n +2 4 S | 
c 
Avec q, tq a ks m) o aa ue i E fe - J 0 
nm Nr ES "T din, bail : 


dn SH n, ,2ng*2 q dn 
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Toutefois il ne faut pas omettre la contribution de la valeur propre nulle qui trouve son application 
dans les problémes aux limites homogéne de Neumann. Dans notre cas on a vu que la solution 
devait nécessairement étre de la forme : 
Z(z) * Az B, 
G(0)- Cste R(n)=Cste 
Les deux constantes peuvent étre ramener à 1 sans restreindre la généralité et la constante Bz 
s'annule par respect de la condition aux limites sur la section elliptique inférieure, soit : 
Z(z) * Az B, | 

—1T(g,0,:)24,z 
0()-1 Rn)=1 
Cette solution posséde également un propriété intéressante : les fonctions propres radiale et 
angulaire constantes sont nécessairement orthogonales aux autres fonctions propres de valeur 
propres non nulles. En effet l'orthogonalité bidimensionnelle s'applique également aux fonctions 
propres de valeurs propres nulles. Comme l'orthogonalité bidimensionnelle s'exprimait avec un jeu 


formel de valeurs propres à deux indices nm comme suit : 
In 


2x 
[an [40 (Cosh(2n)-Cos(26)U,,(n,0)U,,(7,0)=0 si 
0 0 


dlan zg. 


L'assertion est également vrai pour la valeur propre nulle : 
lal, .=0 et U,,(n,0)-1 ol , valeur propre non nulle 


no 


2x 
=> | dn | d0 (Cosh(2n)-Cos(28)U,,(7,0)=0 si JW. #0 
0 0 


Dans notre problème cela implique très concrètement avec les jeux d'indices obtenus : 
10 


Í d n [46 (Cosh(25) - Cos(20))Je,,, (n. THEM ee, Q Qj as )- 0 
0 0 


[ an fao (Cosh(2n) ES Cos(20))Je,,., D Get Le, (o. d, ossa L 0 
0 0 


No 2z 


fan fao (Cosh(2n) ER Cos(20))Jo,, à D oi le, ue. CAMES L 0 
0 0 


un] 2x 


fan fao (Cosh(2n) xx Cos(20))Jo,,, 3 D oi lee, (o. Ee )- 0 
0 0 


Je je 
die D , di EI | je die, D ? Qu, 2ng4l | 
GET q dy = 0 et ,, 2n tq ES 0 


an 
dJo,, à D , d, Aaen) ) 


j dJo;, ol TAGS - 
et Qs, 2n, tq dn ` = 0 et d. 2ng*2 tq = = 0 
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La partie additionnelle de valeur propre nulle se calcule aisément à partir de la constatation de 
l'orthogonalité des solutions de valeur propre nulle avec les autres solutions, prenant le même 
poids bidimensionnel il vient : 

I, 2m 


Í Í dn d6(Cosh(2n) — Cos(20))f. (,0) 
T(g,0,z) e 4-8 ——————————————— 


Z 


ly 2m 


Í Í dn d6(Cosh(2n) — Cos(20)) 


La norme figurant en dénominateur "x calcule facilement : 


har 2x Sinh) — 
Í J dn dO(Cosh(25) — Cos(20)) = 2z | dn Cosh(27)= "2 = x Sinh(21, ) 


Soit le terme suivant à rajouter à la solution précédemment exposée : 
ly 27 


LAURE a mid x | dn dé(Cosh(2n) — Cos(20))f. (,0) 


Si l'on revient aux composantes de symétrie de la fonction limite : 
f (7.0) = fa Y+, X+ (0.0) Zeie (0.0) Jfiysxu (n. 0)+ Tse (7,0), sachantque f, (7,0) =f: (n,27 + 0) 


-y+ x00 BEAUX) f.m - 0) f. n.-9) f.(n.9 - x) Joryxcur—8)-J2 x08) 
vac 4 Saya x(n -0)- f, EG ECH 
Fr x moj- 2O) ae ët f,6.-9)- 6.077) Sarex- (7,7 -0)- f- y+ x (0.0) 
Wë | 4 Jayit- (n, -8)- -f. fnYex- (n. 0) 
E g)- Zä fx -0)-f(n-9)-f(n.0-z) Lt lte -9)9 Fay x (0.0) 
um 4 fzy- xs Qn -60)- Jay- x 8) 
Fy r bag 409) f sm -0)- f.(0-0) (0.070) Lu (n. -0)- — fiy x (0.0) 
d | 4 Ze (n. -0)= Ee n. 8) 


Les intégrales suivantes s'annulent : 


ly 27 


A- | | dn dO(Cosh(2n)- Cos(20))f. ,. x (1,0) 20 


I, 2x 


B- | | dn dO(Cosh(2n)- Cos(20))f. ,... (1,0) 20 


l, 27 


C= | j dn dO(Cosh(2n) - Cos(20))f. v_x (7,0) =0 
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En t pour la premiére intégrale, il vient : 
ly 2m 
A= | j dr dO(Cosh(2n) - Cos(20))f. y, x (n,0)+ | | dn dO(Cosh(2m)-Cos(26))f. ;. x (7,0) 
0 zx 
ne (r gc su (n. 0- 27) 00- 27 


ly 0 
—A- | j dn d(Cosh(25) — Cos(20))f. y, x-(0,0)+ | | dn dO(Cosh(2m)-Cos(26))f. y, x (7,0) 
0 -r 
0-02 A-2 j j dn dO(Cosh(27)- Cos(20))f. y, ,. (n.0) 
00 


I, 0 
051-02 4A-2- Í Í dn dO(Cosh(2n)- Cos(20))f.,. x (1,7 -09)2 -A— 4=0 


Ges la deuxiéme intégrale : 
ly 27 


B- | Í dr dO(Cosh(2n) - Cos(20))f. 3. x. (1,0 )+ | | dr d0(Cosh(2n) — Cos(20))f. y x. (7,0) 
Kë ne j= sale 0-27) 0—0-2z 


ly 0 
B= | j dn dO(Cosh(2n) - Cos(20))f. , Io. ëlo | f dn dO(Cosh(2m)-Cos(20))f.; x. (7,0) 
0 -z 


05 -0—B- | Í dn dO(Cosh(2n)- Cos(20))f.,_ ,.(n,0)+ »j j dn dO(Cosh(25) — Cos(20))f. yx, (n.-0) 
— B=0 T 

Et peur la troisième intégrale : 

C= | j dn dO(Cosh(2) - Cos(20))f. ,., (n.0 [nan (Cosh(27)- Cos(20))f.,_ x (n.0) 

fax- ME CE 00-27 


C= j j dn dO(Cosh(25) — Cos(20))f. ,... (n.0 [| dn dO(Cosh(2rm)- Cos(20))f. ,., (7,0) 


b 
05 -0—C- | Í dr dO(Cosh(2n) - Cos(20))f. 3x (n,0)+ | f dn dO(Cosh(2m)-Cos(26))f.;_ x (n.0) 
00 


= C=0 
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En d'autres termes, la solution de valeur propre nulle à rajouter est exactement : 
I 2m 


Z 
T,-o(,0,z)= SE j l dn dëlCoebt 20) - Cos(20))f. y, x-(1,0) 


0)- fo(n.0)* fonz - 0) fo(n.-0)+ fa(n.0 - x) 
4 


Les deux exemples suivant donnent des solutions additionnelles de valeur propre nulle trés 
simples : 


T, 
f..8)- Je goce). > Ee = 


gëlt (0.0) T; CosQ0) 


avec zya xal , 


A 27 
Z 
>T, (n,0,z)= PET | | dn dé(Cosh(25) - Cos(20))Cos(20) = 
ly 2x 2x 
| z f [ande Cos'(20)- ES fao 1+ Cos(40) ` | zl, 
x Sinh(21, )L 5 4 x Sinh(21, )L, 5 2 Sinh(21, JL, 


bu 
> T m,0,z)2-— 7 
en ez 2l, 
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I| est temps d'illustrer avec un exemple le plus simple possible, à savoir une fonction limite 
constante sur la section haute du cylindre elliptique. Et de ce fait seul la symétrie Y+X+ est retenue. 
Voici le jeu des premiéres valeurs propres du probléme avec diverses configurations d'ellipse. Soit 
une ellipse de grand et petit axe a,b, le paramètre £=a/b se calcule comme suit et les valeurs 
propres sont les suivantes : 


re a 5 Cosh( ys a E 1 N die Din, däs al 20 
b Tlo J 2 42 4 Iv dn 
a b l-e Hin 
dJe 00m 
-05 o (110; dn) -0 
dn nN=No 


E= : => No =1.098612 qo m =1.7852299, 6.351972, 13.70235, 23.82815, 36.729494 


E€ =2 = No =0.549306 qo n =8.5689269, 32.022635, 70.271336, 123.32236, 191.177 
E€ =3 => no =0.346574 qo m =21.799869, 83.164304, 183.99901, 310.1376 


dJe ; 
a 2 1o dl 
du 


=] =0 


Nei 
E= : = No =1.098612 qz m —0.9679458, 4.6112685, 10.684682, 19.643659, 31.399871 


E€ =2 > no 20.549306 qz m —2.1918328, 15.350431, 43.717379, 86.893551, 144.87488 
E€ =3 > no =0.346574 qz m =2.6560865, 32.417413, 102.32013, 211.69067, 360.53973 


dJe | 
Le (io, dAn) 
dn 


=2 =0 


n=no 
£- i = No 71.098612 q4 m —3.0901449, 9.0575544, 16.665161, 27.076366, 40.415399 


E€ =2 > no 20.549306 q4 m —7.7233032, 25.07768, 58.084566, 106.10476, 168.97163 
E =3 => No = 0.346574 q4 m =9.5403969, 46.187149, 124.44624, 242.28079, 399.62939 


dJe j 
zs 6 lo» da. 
dn 


=3 =0 


n=No 
E= ` => No 71.098612 qe m =6.1829182, 14.840752, 24.42863, 36.175858, 50.96547 


E =2 = 0, =0.549306 qem =16.369346, 38.09812, 75.308147, 128.0417, 195.72131 
E =3 = 5], =0.346574 qem =20.559257, 63.386505, 149.71181, 275.89074, 441.67364 
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Il se trouve que pour un tel exemple, la solution est nécessairement triviale, correspondant à une 
fonction linéaire en z. En effet comme toujours, il ne faut pas oublier la solution de valeur propre 
nulle qui se concrétise ici avec les deux variables de séparation nulle , soit une solution constante 
sur les dimensions angulaire et radiale, conduisant sur la dimension axiale à la forme Az4B, soit 


tout simplement : T(n,0,z) — Tz : 


Z 


Il faut donc prouver qu'avec le jeu de valeurs propres : 
dJe,,, H H d 2n, ) 


t =0 
m2ng q dn 


ly 27 
[ [4n dO(Cosh(2m)- Cos(20))Je,, n.a; an, ke Ra, 


Y+,X+ 00 


ny 0 1, Se 
Í Í dn dO(Cosh(2m)- Coste, ha". Tea. Ÿ 


00 
244, 
i: n, ,2n 
(1^ ** gj J n 0 


n, ng 


n, =®ng =0 C . l 
T(n,0,2)=T, Ÿ | Je, hai, Jee, bai, kg 

n, 7l 9-0 24] qd; 2ng 

Sinh| ———— — 1, 
c 

Ce qui en toute logique doit conduire à l'annulation des intégrales : 
E | | | dJe, V, oi 
Í fan dO(Cosh(2n) — Cos(20))Je,,, D Sr Jce, (e. qË o, J- 0 Avec OI tq ch Ge | -0 
AE Ul n°270 n°70 n 


Et c'est justement l'expression de l'orthogonalité de la solution de valeur propre nulle constante 
(71) avec les autres solutions de valeur propre non nulle. On peut également regarder l'évaluation 
numérique de chacune de ces intégrales et s'assurer qu'elles sont bien nulles. 
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Exemple à trois dimensions : problème de Neumann sur une section elliptique pleine et bornée 
avec une condition aux limites homogène sur la face cylindrique, et une hauteur tranchée en z 
avec des conditions inhomogènes de Dirichlet sur les sections haute et basse avec une symétrie 
Y+X+ (soit un profil de fonctions limite ne dépendant que de la coordonnée radiale. 


Le probléme se présente sous la forme : 


1 2?T(n.0,z) , 737 E T0.) "ER 
c?(Cosh? (n) - Cos? (6) | on” due lo. l [0.22 ]x [0.7. ] 


Frontière 05, — Un =1, }<{o.2x]x[0.1.] jo Kod Td ed: (0.7, ]x[o.22]«( - 1.) 


gj tant Te0 rho] = fo(n.0)- fon) T(m.0. ioa - fi (1.9) fi (n) 


Alors fo(n.-0)- fo(n.0)9 fal, -0) f (n.-0)= fi (n,0)= fi (n. x - 0) 
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Avec un tel exemple seul des termes de symétrie Y+X+ subsiste, et la forme de la solution est la 


suivante : 
ly 27 


I, 2x 
Jancosn(am) tre, ha an Je | ate. J- Janine (ra, e| aocostoohees uz. ) 
0 0 


0 0 0 
Ny ng I, ly 2x 


zÍ dnCosh(2n Le, d d. ds F E f dn (ez, h, d, 2n, E, el d0Cos Gale, (o. a% 2ng J 
0 


0 


ly 2x I, 2x 
[ancosi2n)5, (re, m L do(ee,, bai. )- Jaw. (re, bai, M déCos(20Yce,, ka. 
0 


0 0 0 


"ny Bd? ly I, 
z anCosh(2mve., m F - Lol, m ys | dë os (20), e d r^ F 
0 0 
I, 2x 
A = f f dn dO(Cosh(2n)- Cos(20)) f (n)= 27 | dn Cosh(2n)fo(n)= 40 = | dn Cosh(25) f (n) 
00 
EE I ly 
Ap = | [anae(cosi(2n)- cosQo))r, (n)= 27 | dn Cosh2n)f, (n) 42 = | an Cosh(2n)f (n) 
0 0 0 0 


AQ (L -z) Aj z 


2 + 
Sinh{21, V 


MA n, e 2447, IN 
An, ° s, Sinh Ki z „Sinh —— ——Z 


T(7,0,z) = n=% ng co [6i 
«S S Jean, hat an e lat) - 
ny-l ng-0 2 d. 2ng 
Sinh A ru 
C 
dJe, ( A e H 


m tq d n 
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Pour des fonctions limites en section haute et basse de la forme : 


Ellipse a-2 b=1=c= Va? -b = 52 l, = ArcCosh —— |- areco + 
Va? hi V3 
1 neo] Luz) EMEN 3 1 
= = Se DT eeh, S 
fn) f sinon fı al 0 sinon Dom % gn 


Ty Ig T, Jg 


2) (e 2n 2d d 2n 
A? „Sinh EC el AA: Sinh TT z 
[4 


T(n,0,z) 8 Sinh(21,0 XL. -z)+ Sal, k S Hu jg co 


Je " je Jes, le. Je | 
Sinh21, Ji. > 2ng " dn, 2n, 2ng T5, 2n 


n,-l n9=0 


Sinh 


Voici le graphe de contour sur la section elliptique transversale à mi-hauteur, oü l'on peut 
remarquer une légére incurvation des lignes de contour vers la perpendiculaire à la frontiére du 
domaine, confirmant ainsi le caractére homogéne de Neumann de la condition aux limites. 


Voici également le graphe de contour sur le plan médian perpendiculaire à la section elliptique 
passant par son grand axe (y=0) : 
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Exemple à trois dimensions : probléme de Dirichlet sur une section elliptique creuse et bornée 
avec des conditions aux limites homogénes sur les parois latérales intérieure et extérieure, et 
une hauteur tranchée en z avec des fonctions limites parfaitement symétrique sur les sections 
haute et basse en condition de Dirichlet inhomogéne. 


1 "eier 10 
Ce probléme se présente sous la forme : 
: ag), o*r(1.0.2))  o^T(0.9.2) S o. =i, kfo,2x]<f0,1.] 
c?(Cosh? (7) - cos? (6) on? 00? oz? UE niotm z 


Frontière 0Q,, = Uu =la Iz [0.22 ]x [o, L Do (5 lun IE In zeck, [0.7, Jo (ns [0.22] {z = ojo NAME In zeck, {z =l; D 
Tín. 6.2 Joa im "zc j-9 "hä = "ëch = f(n.0) 


T Jm 
ze[0.1.] zelo, | nero nie 


Il est important de noter que les conditions de régularité du gradient de la solution n'ont plus à 
s'appliquer car la ligne inter-focale n'est plus dans le domaine d'étude. 


Cette fois-ci, les conditions aux limites homogènes sur les parois latérales induisent des équations 
transcendantales pour chaque type de symétrie de la fonction limite : Y+X+, Y-X-, Y-X* et Y-X-. Ces 
dernières déterminent des valeurs discrètes du paramètre q selon l'indice angulaire, à savoir : 


Sec je je je L je je - 
Sériel— n, © d on, 4 Je, bug. IM Keen ] Je», bug Nenn, EN J- 0 

Spi Je Je Je Ke Je je = 
Série 2 —> n, e d, 2n tq Jen, bris ke "AM Jy, alos ana ke DT 0 

yu jo je je -~ Je je = 
Série 3 — ny e d, ng tq JOzn,+1 sa ana MM PM Jo», 4 caf onn (TE 0 


Ef jo jo jo E jo jo ES 
Série 4 —> ny e d, 2n42 tq J055,42 bras +2 Nos, Äer Jo»,, EX S ba, +2 bai =0 
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Avec la décomposition de la fonction limite sous la forme : 
f(n.9) 9 fy. x. 9) fra x-(0,0)+ fv 0,0) fy. (0,0). sachant que f(n.0)= f (2n +0) 


EE 
LONE E SE 0)- f EE 
E EE f.z -0) SE 0)— f (n,0 — x) 
fy x-(1,0)= 059 faz -0) zm 0) f (,0 e 


Seules les premières solutions angulaires sont utilisées en raison de la périodicité 2r: attendue. Le 
jeu de fonctions propres radiales est le suivant : 


= je je — je je 
He»,, (n) ad Je, hn. 15, 2ns IM ee ] Jen, ln In, 2ng We, h. 4;, ,2ñ9 ] 


= je je — je je 
He: (n) = Jed PTE ke (p P uua] Jen, air, We, TM 


— je Je — je je 
Ho», (1) be Jose — vos, sa uua] Jo», 4 MEN vos, m ng 


O 


" jo jo M je je 
Ho», 42 (n) = JO, +2 " d Anen? Nas ss (,, > a! aa) J05,,42 k, WEI ke " Tn 2n 42 | 


La solution s'écrit sous la forme 
24 GE 
) + Sinh ——— —— z 


24 q} 2n 
Sinh| —^—— (I 


—Z 
z 
Jl, —90 ng =% C c 
Eë TRAF je | í Je | 
T(,0,z) = > ) : A, je Hey, bai „2ng än 0.4, 2s, S 
n=l ng=0 2 EN 2ng 
5 n? 
Sinh n 
C 
Je Je 
2, d, 2ng4l 2 d. 2n9+1l 
Sinh (L z) + Sinh 
C C 
EST E 
Y-X- je ) l je | 
+ à | P p » Hey, Utd asa M2 ESI 0.4, 2n, + 
nal nech 244; 2ng 4l 
Sinh| —————— 1 
z 
C 
jo jo 
. d; ,2n9+1 " 2 n,,2ng4l 
Sinh (L z) + Sinh 
zu C C 
n, —90 ng =% 
Y+X- jo | í jo | 
+ > 1 4, ES - Debat 41/5€2n444 0.4; 2ng4 t 
nol nech d; Soen) 
Sinh 
z 
C 
Jo J9 
2445, 2ng*2 . 24 d; 2ng*2 
Sinh (L z) + Sinh 
C C 
n=% ng =% 
$ 2 Y-X- jo | jo | 
F 4, ng : oz ban ,2n9 +2 5655,42 0.4; ,2n9 +2 
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Et en utilisant la relation d'orthogonalité bidimensionnelle des fonctions propres de Mathieu de 


premiére espéce angulaires et des nouvelles fonctions radiales avec le poids (Cosh(25) - Cos ES 


il vient : 
WEST 
| fan do(cosh(2m - cosa). x He, na. beta, 


Y+,X+ zz Wi 0 
ny Mg I, 27 


Í fan dO(Cosh(25) — CosQ0))tte;, bai ~ J Im (o. 3s F 
n°20 n»^"8 
0 0 


HEET 


Í Í dn dO(Cosh(2n) -Cos (20)) fy x+ (1.0) Hes, à hai, be bak aa) 


Y- X+ Ja 0 


nyo H 2x 
Í Í dn d6(Cosh(25) - CosQ0)e;,, . f. d xs F ors b, i us F 
0 0 
HEET? 
| | andol Cosh2n)-Cos20)fr, x gës, b a be, ai, 
AT*X- BS Ii 0 
nyg Joie 
l] Í dn dO(Cosh(2m) - Cos(20)ÏHo, a b. d usa J BE (o. je, F 
Lu 
WEST 
Í fan dO(Cosh(2n) x Cos(20))fy . x. (n, 0)H0,5,+2 h. Ta 2n, +2 bas + b, ds 4l | 
Y-X- e UT 0 
Jy fg HEET 


Í fan dO(Cosh(21]) - Cos20)]Ho,,, +> h. E uo J NR o Gg F 


Lu 0 
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Si l'on se contente d'une fonction limite constante, alors la solution présente la seule symétrie X+Y+ 

Äis 

Í dn dé(Cosh(25) - Cos(20))te;, b. dË om Ee b, T an, ) 
n° "^ 


1,0 


nl 


fy x 05,0) 2 Ty => s - To 


Ton do( (Cosh(2n)- Cos(20)|He,, b. d, EI? Jes, b. di ne j 


ln 0 


2 Ja% 2 PN M 2 
Sinh Rene -z) + Sinh NT, 
See c c 
A7 X . " 
T(n.0, z) D 24 yg p Hern, mM m d d. 2n, ) 
n,-l ng- 2 q” 
. Wi ;2ng 
Sinh; — — —1 
C 


je je je 5 
Avec o KI? tq Je»,, Lan KI? De, luos KI? - Jern Lait, R Lan 2ng E d 


Une fois développée l'intégrale , il vient : 
I2 


Z 


[ancosin ae, bai. L «4 | dolce, (o. q% 2n, L Lie, h. 4, 2ng L d doe akee, b. o 2n ] 
AA = bn 0 bn 
PEUT) m 
s ancestor. - anl. f> j aecosa6Yce, osa s, 
Ju Ju 
2 ai 2n 2 gu 2n 
Sinh LZ -z) + Sinh TE ; 
n=% ng =00 [6 C 
T(n.0, z) Cas 2, d = He;,, b. d 2n; jon o d 2n; | 
n=l ng- 2 4% om 
Sinh —— M1, 
C 
A Ta 2n, tq Je», (y ^d; 2m Des, Lait E Je», Lait Je, ai E d 
vec 


Te (n) zx Je, d d. 2n Ne, » > d 2n E Je, » 2 d 2n; he, d Be | 
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Voici le graphe de contour pris à mi-hauteur z-0.5, pour une section creuse Avec des dimensions 
différentes des deux ellipses intérieure et extérieure : la grande ellipse a les dimensions a,=a=5, 
b;-b-4, ce qui donne la dimension de l'ellipse intérieure a5 b; : 


H 
a -a-5 b -b-4 c=Va -b hn = Arcos 2 ha = recos 2) 
c c 


a, =eCoshll,;) b = cSinhll,;) 
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Exemple à trois dimensions : probléme sur une section elliptique creuse et bornée avec des 
conditions aux limites homogénes de Neumann sur les parois latérales intérieure et extérieure, 
et une hauteur tranchée en z avec des fonctions limites sur les sections haute et basse en 
condition de Dirichlet inhomogéne. 


Ce probléme se présente sous la forme : 
1 O°T(n,6, z), O°T(n,0,z) , 9 T(n.6.2) 
0 Q = | 0,2 0,7. 
Ferro on? 00? ez? Pen "A ch l «bl 
Frontière 005, — Up = L x [0,27 ]x [0,1 DO (f = 1,5] [0.22] [0,1 Do (1, | [0:22] {2 = 0) 1.2. | [0:2] (2 — 1.3) 


OT(n.0,z) OT(n.0,z) Se a 
0n | -0 T(n.6.:)5. 0,27]; ~ fo(n.8) T(n.0. 2)5: 2.1 = (7.0) 


=, = 
Aion ên Gd parl eer] 
Il est important de noter que les conditions de régularité du gradient de la solution n'ont plus à 
s'appliquer car la ligne inter-focale n'est plus dans le domaine d'étude. Seules les premiéres 
solutions angulaires sont utilisées en raison de la périodicité 2r: attendue. Le jeu de fonctions 


propres radiales est le suivant : 


Hess, (n)= Jens, m Îve, b. oi EI? je Jean, N NA ^d, ano bk m E sch SH 
die, ally) 
dn 
dHo»,, V, d 
an 
dHo», ll TNR 
dn 
Cette fois-ci, les conditions aux limites homogénes sur les parois latérales induisent des équations 
transcendantales pour chaque type de symétrie de la fonction limite : Y*X*, Y-X-, Y-X* et Y-X-. Ces 
derniéres déterminent des valeurs discrétes du paramétre q selon l'indice angulaire, à savoir : 


Sériel— n, © oi 2m 4 Je», Lu T on Jh bios s Jean Qmd 2ng Nenn, egen L 0 

Série 2 — n, TEL äu (4 Jy, a sa assa] Vena! m. be Jes "m. — Nemai an -—— 0 
Série 3 > n, © d, anu 4 Jon sai asa voa, ne E - DEES, 2ng+1 lo, as T ANE - 0 
Série 4 > n, © ai 2n9+2 4  JOn,+2 [P UE EE GEN Lan 2ng42 Nos, KMS 0 
Une solution de valeur propre nulle est également possible pour ce probléme. Il convient 


également de remarquer que la seule contribution de la décomposition symétrique des fonctions 
limites aux coefficients qui reste non-nulle est la décomposition Y+X+. 


— Je je je Z 
Hey, n) Jes, b00” usa) Nest Lait eg Jes, V, esa] as Res, heit, =0 


ES je ' je - ' je 
Hoy, 1) An halt hie, ei, Jo», air No mar oi en -0 


= jo ' jo E ' jo jo 
Dozen (n) = J05, 42 bai, Moss (p ^d, 2n 42 | J05,,42 D d 2n942 M h. KSE Jes Sane enu 
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On la démontré précédemment. La solution de valeur propre nulle, étant linéaire en z, elle est de la 
forme : 


HEET 227 
f dn dO f. (n,O (Cosh(25) - Cos(20)) I Í dn dO f.(n,0(Cosh(25) - Cos(20)) 
0 0 
no À (L i ER "T A n n A fe "S 
Í dn dé(Cosh(25) - Cos(20)) I Í dn dO(Cosh(2n) - Cos(20)) 
In 0 Lu 0 
ly22x Lis 
2 Í Í dn dO f. (n, 0 YCosh(2n) - Cos(20)) 2 Í Í dn 46 f. (n,O(Cosh(2n) — Cos(20)) 
49 = m0 up. m0 
vu 2a Sinh(z1,; )- Sinh, ) : Zell, Sin(21, ) 


Avec la décomposition des fonctions limites sous la forme : 
fo (n. 0) x foy xa (n. 0)+ fo. ys.x- (n. 0) foy. x (n. 0) Tour x- (7,0) 
fe (n. 0) = Ja Y+ X+ (n. 0)+ Lys, x- n, 0)+ fiy (n. 0) fzy-x- (7,0) 


E GE fo(m.0) * fon, zx -0) -fotr 0) + fo(n,0-7) ERN TE f-01,0)+ f. x —-0) PEU 0)+ f:(0.0 -z) 
fus (1,0) e LPEN O JU) leet 5010) 2018 OL OL 7) 
ee EE, Jee 
EE -Atn +07 le, (m0) 2.00) f —0) SAU SIDEC EE 
La solution s'écrit sous la forme 

a Fe Sinh SE (4, - z) 14 ` Sinh Nr, 


0 0 Hu =® ng —oo 
T(n,0,z)= À) (L Re $ Y 5 


z =1 n= PE 
n=l ng-0 S» 2 d», 2n; ; 
IA) ———— 


je je 
He;,, D d 2n |o " d;, 2n, n 


Zz 


c 
2. [q^ 2, Ja 
Ant sinp A rnm (L-z) |+ A?! ** Sinh EE 
PEUT) c z (Un ng c 
y —90 ng =% d 1 
je je 
KR »3 >, je Hes, hai sa etm Kai. ^ 
mec) mech ; 2, d 2n 
Sinh ——— — ——1, 
c 
2. [q^ 2, loi 
ADS gig) Damme (L, —z) |+ 47% Sinh “haie 
PEUT) c z OT ny ig c 
n=% Waren 
jo jo 
E 2 2: es Hoy, aZ leen kan, bh 
ne) necH 2 5, 2n 
Sinh ———— — —1, 
c 
2 lq” 2. Join 
0,Y-,X- e n,,2ng*2 Rye n,,2ng42 
A, n; Sinh ce pee) TA n Sinh EC COE 


n=% n9=00 


DU 
ml no-0 2,4 2n+2 
Sinh 72} 


C 


jo jo 
Ho», 42 " d. mn E o diss) 
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Et en utilisant la relation d'orthogonalité bidimensionnelle des fonctions propres de Mathieu de 
(Cosh(2n) — Cos(20)) 


premiére espéce angulaires et des nouvelles fonctions radiales avec le poids 


il vient : 


WEST 


Í fan dë (Cosh(27) - Cos(20))f,, y+,x+(7,0)He;, h. o 2ng m b, d;, EI ) 
Ly 


A9 Y eX E 
WW A 27 
JJ dë (Cosh(25) - Cos(20)]He,, b. d 2n J IN o q% 2n F 
HEET 
f fan dO(Cosh(2n) B Cos(20))f, y... x. (n, 0)He;, +1 h. d, Gei ke + b, "TM 
ATX + ln 0 
Ty Hg A 27 
IS do( (Cosh(2n)- CosQ0))He,,, à i.a qj S 2ng J "M a% E F 
HEET 
| [4nae(cosh2m Cette, x (1.0) Ho, à b. d d kel, oi ^ua] 
O,Y+X-— i090 
Ty Hg EE? 
fan dO(Cosh(2n)- Cos(20)|Hoz,, s bra” q; OSZE J Ke " "NP 
Lu 0 
WEST 
Í dr dO(Cosh(2n) - Cos(20))fs y... y. (1].0)Hos,, 2 b. dos Yes b, oi ica 
A9. Y-X- - Wi 0 
Ty jg 227 
fan dO(Cosh(27) - Cos20)) Honn, s> kan oi diga F Bä GE F 
ba 0 
WEST 
| fem do(Cosh(2m)-Cos20)) fr, mea», Feb a, ) 
APYeX* E Ii 0 
Ty ng I, 2zx 
f fan dol (Cosh(2n)- Cos(20)|He,, h. a% d F ker o o dis P 
00 
Lis 
| [| mat(costom eg v. (n. gë, hai, be, bai, 
APTA ul Ju 0 
Ty ng I, 2x 
ffan do( (Cosh(2n)- CosQ0))He,,, à i.a qj S 2ng F "M E E F 
0 0 
HEET 
| [4naecosh2m Ce 01. 01.0) Ho, à d SE ke, Ab oi A 
z, Y+ X- a 0 
Ty Hg In227 
Í Í dn d6(Cosh(25) - Cos20)YHo,,, . bai i F Ech ka, | 
Lu 0 
WEST 
fan dO(Cosh(2n) x Cos(20))f. y. x- (n, 0)Ho;,, +2 A d 2,22 ME b, Ta Get ) 
ATX - Ini 0 
WW 227 


Í dn dO(Cosh(2m) - Cos20))to,,, n. ai MICA 


1,0 


nl 
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Si l'on se contente de deux fonctions limites de symétrie Y+X- en seule dépendance radiale, et non 
identique (pour éviter la solution triviale), alors la solution présente la seule symétrie X+Y+ 


ls f 
2 f dn faln)Cosh(2n) 2 f dr f;(n)Cosh(2n) 
A9 = Pi A = Ju 
? ^ Sinh(21,,)-Sinh(21,,) ^^ Sinh(21,,)-Sinh(21,;) 
22% 
[dm do(Cosh(2m)-Cos20)) nes hai. bla, 
0 Ju 0 


LE 


» Laag (Cosh(2n)- Cos(20){e,, hn. du blo " J 
00 


l22x 
| [4nae(coshm - coser. (ne, laf, m oi SR 
z mo 
An, E SE mm 
f fan dO (Cosh(2m) - Cos(20)|Hez, h. GH 2n ys b, a% 2n } 
0 0 
2x 


Lancon) om (es, b. a% ie L | does, o. CN np L Im kj d6Cos(20 ei ) 


0 - Ju 0 lm 
Ny Jg li Ina 
z [ancost(an utes, m F - [anl m Jf j dOCos(20)ce;,, b, q% Ji; F 
l4 Li 

Ju 2x Ina 2x 

f dnCosh(2n)f, elt, mM L f dolces, bai. L f dif. DM hai "A L f d6Cos(20 cez, b, dI os, ) 
P 0 " 0 
PEU) 


Ju 2x 
acer zs P - Jh octo as. 
0 


nm ji 
2447, 2n 2 4; 2n 
A? „Sinh T (1 -z) Sinh DE 
—00 H =% pg 
Al-t EE hai, ee oat) 
T(n,0,z)- : KS SS P Hey, UL TET Ce», 0d, 2n 
D n=l ng-0 2 EPA 2ng 
Sinh l 
c 


je ' Je ' je ' je S 

ET tq Je», bn ? dn, 2n; he, » ? 8 2ng | Jern » ? In ,2n9 he, » N ET j- 0 
D je ' je OS ' je je 

He, (n) z Jern " d, ID ke l H In In ] Je», ln E In, In Des, h. SÉ EI 
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Soit une section elliptique creuse avec des dimensions différentes des deux ellipses intérieure et 
extérieure : la grande ellipse a les dimensions a;-a-5, b,=b=4, ce qui donne la dimension de 
l'ellipse intérieure a; b; 


H 
a -a-5 b=b=4 c-Na?-b? h = dreCosh £) ER 
c c 


a, = cCoshll,») b, = cSinh(l,») 


Voici le graphe de contour sur une tranche verticale en x et z matérialisant les profils de fonctions 
limites sur les sections haute et basse et les conditions de Neumann sur les parois latérales : 


Voici le graphe de contour sur une tranche verticale en y et z matérialisant les profils de fonctions 
limites sur les sections haute et basse et les conditions de Neumann sur les parois latérales : 


1.0 
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Voici le graphe de contour sur la section elliptique creuse en x, y à la hauteur z=0.2 pour 1z=1. Les 
conditions de Neumann sur les parois latérales ne sont pas trés visibles car la variation est quasi 
absente sur les bords du domaine. On devine uniquement deux contours en parois intérieure qui 


sont perpendiculaires au bord : 


4 


4 
4 


Voici le graphe de contour sur la section elliptique creuse en x, y à la hauteur z=0.8 pour 1z=1. Les 
conditions de Neumann sur les parois latérales ne sont pas trés visibles car la variation est quasi 
absente sur les bords du domaine. On devine uniquement deux contours en parois intérieure qui 


sont perpendiculaires au bord : 
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Voici une série de valeur propres, calculées numériquement, pour ce probléme aux limites : 


H 
a=5 b-4 c=\a?-b? Lı = ArcCosh| = I = 2. ArcCosh| © 
C 10 c 


je ' je ' je D ' je ' je = 
ds, 2n; tq Je»,, » H ds, 2n; vo, ba. H, 2n; | Jess, D WIEN jvo,,. » , T5 2n; E 0 


no=0-> qi En ={2.08028,7.44533,16.118,28.0897,43.3594,61.9271,83.7927,108.956,137.418,169.177} 
no-1- >q} E -[0.936766,4.82658,11.8478,22.1983,35.8749,52.856,73.1372,96.7175,123.596,153.773] 
ns-2- Tu e -[3.07489,8.91389,17.6103,29.5931,44.9329,63.6076,85.5922,110.88,139.469,171.358] 
n5=3- >q} d ={6.18005,14.6491,24.545,38.3575,55.3153,75.6499,99.3216,126.307,156.598,190.193} 
n5=4- SCH e ={10.2403,21.6112,33.2226,48.25,67.0645,89.0166,114.35,143.018,175.003,210.295} 
N5=5- >q} am ={15.2552,29.5243,43.8347,59.3877,80.0244,103.74,130.699,161.032,194.699,231.681} 
no=6->q} ei ={21.2177,38.4377,55.4854,73.083,93.759,119.752,148.392,180.364,215.698,254.363} 
ns77- SCH GH ={28.121,48.3774,68.024,88.5443,109.669,136.514,167.41,201.027,238.012,278.348} 
no=8-> qi ={35.9599,59.3413,81.5627,104.817,128.574,154.327,187.388,223.02,261.647,303.643} 
n5=9-> qi. -(44.7301,71.3214,96.1452,121.948,148.756,175.674,207.67,246.157,286.604,330.251] 


ny 2ng 


Remarque : dans les graphes de contour précédent, on a choisi des fonctions limites suivantes : 


A um ln tha 
1 TI 1 je ZA 


B La tls 
à aatis 


Cette relation entre les deux fonctions limites conduit, en raison de l'orthogonalité des fonctions 
propres avec les fonctions propres de valeur propre nulle, à une simplification du calcul des 
coefficients du développement à savoir : 

Ip ho 27 lp Ha 

dÉi fln )cosi(n) Jual hte ha? d CAN d, 3m L COAT kj rale fa | 


0 li 0 St 0 Ur" S li 0 li 0 
Jr 


e 4 4 ds E BE Zë 
HR J- Sinh) g pu d lo b 
AT d n f- IE s IE [co by d 2n li 
m] 


A 0 


MI fo(n)- 1- f,(n) 


2 U C 
A a, ih hei ERES -Sinh ct z 
c c 
z+ ANI 22) LE | le | je | 
II ) S 3 : Hey, d q E? En 6.4, 2m 
z cl n9=0 2 d » 
Sinh E 


Z 
C 


je ! je 1 je S ! je ! je KL 

d 2n; tq Je, T Je, La, Je, La, Je, La, m 
= je ] j | ] je je 

Hey, (n)= Je, d di Ni ben, l , di nj | Je, h H d nj Je, l d, 2n; | 


0 
Cette solution entraîne un profil constant à mi-hauteur z-Iz/2 :, .': — "ED D =) z+ AI, -2z) ud. 
73 l 2 


Z 


Avec 
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Exemple à trois dimensions : probléme de Dirichlet sur un secteur d'angle d'une section elliptique 
creuse avec des conditions aux limites homogènes de Dirichlet sur les faces d'angle et des 
conditions aux limites inhomogénes de Dirichlet sur les faces radiales, et une hauteur tranchée 
en z avec des conditions homogénes de Dirichlet sur les sections haute et basse. 


Le probléme se présente sous la forme : 


1 O?T(n,0,z) O©?T(n,0,z)\ o?r(q,.0,z 
DG - + 2 d z 10 Done "lef beds]. 
(e = 1, 10102 1x10. Do m = Le elt. glo Hu 
Frontière Ngn = [las Wi [8,,8, ]x{z = 0} (Na [0,.6; ]- ETA 
dë Lk (e - &,)x(z - oj) (AR Lo ]« {8 =0,}x LH 
T(n,0,2)7 dad j^ 4, (0.2). T(r.0. oan. a] ^ fn (09:2) 


ze zelt 


Il 
© 


T(n.0, le: h; " fb = T(n,0, io " "acht, JS Tino, ce 


"e| Ju ez ne! 


12] 


DE 
ze|0./. ze o] 


Les conditions homogènes sur l'axe donne des valeurs propres axiales de la forme : 


242 2-22 
n.m As € n. mc 
a; > 0,À, = Ja; = => > = z == 
3 n. 3 1 4 AL, 2 
n. pc 
— Fonctions de Mathieu de paramètre d, — ————7— «0 
i 4l 


z 


qui conditionne la valeur du paramètre q. 
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Par ailleurs, la partie angulaire doit respecter les conditions d'homogénéité de Dirichlet ce qui 
aboutit à la résolution d'une équation transcendantale déterminant a priori des ordres non-entiers 
pour les fonctions de Mathieu angulaire, soit : 


ü 272? " RE 
ce, 0,,———— se, dien 
AL? AL? 22,2 PEN EU 2.22 2:25 
Z z z D n, e o ne o ne D n, TC -0 
«€» ce,| 05,- —— jse] €. > ce,| Di, > se, | 05, ——— |= 
4l 


n NR n En 
ce, | 0,7 ———— — se,| 0,,- ——— — 
PU SMS "AES 


Cela détermine donc une infinité de valeurs discrétes de l'ordre v. La contrainte de régularité du 
gradient de la solution ne s'applique pas sur la section d'angle car la ligne inter-focale n'est pas 
comprise dans le domaine : 


2:82:12 2 2.2 2 2,2 25242 
6, (0) ce, 0, "z n se, | 0,, "z _ se, | 0, "z Tc ce, a 
AL. 4l, 4l, AL, 
2-2 5 2:055 2-22 D 0:02 
v, telque ce,|05,— TII se, 6), Hs Tc se, | 05, "z Zs ce, o- =0 
A Al Al Al 


0, Wi 2,22 2.2.2 ENER 2,22 
©, 0J? = [ae(o, (0) = [ae dg e he, 0, -27E per ke, 0, -42E 
mm 3 GE S de PA enr” a M ap 


P4 zZ Z 


2 REER A, „H! (n)-B, „H? (n) 


T(j,0,z) = 25 5y ©, (0)sin(A,.z) ^ avec A, = "7 
MESE le. of nf.) : 
CD OË? ele (8.7) Jos, Abus 6)f,, (6.2) 


0, 0, 


Il est important de noter que les fonctions propres angulaires sont simplement orthogonales à une 
dimension : 


2,23 22,2 2,3373 2 12,2 
, " ce, 9-27 se, | 6, dE a se, | 0, "z 7 ce, | 6 QA. x 
d d 4. 4l, 4l, A. 
= |d0 = 
2:910 $2372 252: 220372 
à à be. kA Ze e. H "z Em | se, [^ "z zs e. [n em TE J 
4l, 4l, A. 4l, 


Pour vj*v,5 


ce qui se démontre selon le procédé classique pour un probléme aux limites de Sturm-Liouville : 


4*0, (0) 

——áÀ — «(A (vi.q)- 24Cos(20))o,. (0)-0 D 

Ps 0 e > ES (0) B „ (0) Sal — (A4(v4.a)- A v. a )f 40 ©, (ele, (0) o 
305 * (A (v5.q)- 24Cos(20))6,,. (0)-0 8, à, 


> fao ©, EICH (8)=0 pour sek 
0, 
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Considérons que les deux fonctions limites sont identiques et ne dépendent pas de la hauteur z, il 
vient : 


L 0; 
fi, (0.2) f, (0.2) - 10) A, = B, Igel, lee, (0)/(0) 
0 


0, 
2 E, 
? Ay n Bo, n 0 An, +,n 7 Bonn = F Orn = E fao 6,, (0)/(8) 
nz nz 9 
2 26 2 
An, "ene et Qn. EE "M 


©, (0)- ce, (0.a)se, (8,4) se, (0,q)ce, (09) v tel que. ce, (65,a)se, (81.4) 5e, (02. a)ce, (0.2) - 


Je. jett = Tata. (6)? = | dolce, ale (0. a) se, (0. e, (8.4) 


H H 
Hi(n)- At, all, al- KT n.a) Q4,a) ` B260) Ari, a)K 2 (s a)- Ela, a) (ssa) 
H, HME Hi, )- RI Je: I, Pu Esa] x P Dal 


NET Hi (nee (1) 


T(n,0,z) = 223 2 Com Se m 9, (8)Sin(A,. z) 
ope ue = le ^ (e) NU E 
ACAD (C, n 9, (0) KT Dao: KE Dal d Halm Dal 
T(g,0,z) = EELER ng Ie, (n, ng ng Ke, (n, ng ng Si Ana 
! | ? P E de Van OI | ` Í 2 H, SIS lp, ) " ý a) H. VW. FS Se 2 


Prenons un exemple de fonctions limites en palier identique de part et d'autres des faces intérieure 
et extérieur et calculons le profil à mi hauteur, il vient : 


2n, +1)r 2n, +1) z? c? 
Qn. +1) Qn, +1) 


À, 
n. i 41? 


et Cnn dën, (6) 


T o, 3x o, 20, +6, proe 

4 4 3 3 

f(0)-0 si geg, gl f(0)-1 si 0€]|0,,0,] 

©, (0)= ce, (6.)se,(6,.4)- se, (0.a)ce (01.4) v tel que. ce, (05.4)se,(0,.4)- se, (05. a)ce, (01.4) - 0 
(2n, +1)r Qn, +1) sei L o . (2n, +1)r " 

À, = L et q= "E z- 5 Sin(A,.z) - Sin 2 =( 1) 


0, 


je. oy - | dolo, (8) = | alce, ale aleet C.n = fa00,, (0) 


9, W 


H ju Iy D a)K sa) 1 "ak D al 
K? Haal k Se? A baal GC ose) 


H. Se " H, Dez 
CG 9,0) 
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l; 4 EE n. H--Ha ng im m | 
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La construction du systéme bidimensionnel des fonctions propres présentent une certaine difficulté, 
jugeons-en : pour chaque valeur de n, il existe une infinité de valeurs de l'ordre ou exposant 
caractéristique, solution de l'équation transcendantale. Pour n,=0, en prenant les paramètres 
suivants : l; = 1; a = 2; b = 1; c = Sqrt[a^2 — b^2]; 0; = 1/4; 0; = 3n/4, nous obtenons les 40 
premières valeurs suivantes de l'exposant caractéristique : 


v =  (3.789261121190444, | 4.969468499836329,  6.718837627168914  8.558660711861162,  10.455056532858148, 
12.383119852649935, 14.330480972816666, 16.290386967559545,18.2588745852245, 20.23347719303124, 
22.212584323932045, 24.195102095562227, 26.180262516490135, 28.167511072339106, 32.14673259613343, 
34.138157771454956, 36.13052713607699, | 38.12369325389441, | 40.11753779932497, 42.11196472498897, 
44.106895263846624, | 46.10226421674776, 48.098017156152515,  50.09410829304586, 52.090498830763735, 
54.08715568097374, | 56.084050452253315, 58.081158646126745, | 60.07845901260726, | 62.07593302954031, 


64.07356447888746, 66.07133909954457, 68.06924430105036, 70.06726892608862, 72.06540305235772, 74.06363782640332, 
76.06196532355995, 78.06037842934055, 80.0588707385395, 82.05743646903954] 


Les 40 premières valeurs caractéristiques À de l'équation de Mathieu 7 "(x)+ (4 -240052x))6) 9 sont 


alors : 

À = {16.34685165668443,  25.876442396254138,  45.76980980632316,  73.6312137586232,  109.56154478062207, 
153.52162972348526, 205.49679870507507, 265.4803595059063, 333.46893715157216, 409.4606893973143, 
493.4545447613975, 585.4498469244777, 685.4461762189512, 793.4432544159432, 1033.4389532401963, 
1165.4373443088828, 1305.4359940967913, 1453.434850046651,1609.4338722821904, 1773.433030110546, 
1945.4322995992638, 2125.4316618668818, 2313.4311018568587, 2509.430607444887,2713.430168779946, 
2925.429777791731, 3145.4294278181787, 3373.42911332073, 3609.4288296645527, 3853.428572947293,4105.428339864504, 
4365.428127603037, 4633.427933755994,4909.427756254299, 5193.427593311411, 5485.427443378273, 5785.4273051064165, 
6093.427177317607, 6409.4270589786875,6733.426949180678} 


On vérifie également numériquement l'orthogonalité des fonctions propres construites pour ce 
premier jeu d'exposant caractéristique : 


2 22 2.22 2,22 2.3.9 
; ; ce, o LZ e, | 6. n, SE Tn n, IUe e, gpa x 
2 2 AL. 4L, Al, 4l; 
= |d0 
d 2 ; na?e? ng ng "m 
| i ce, | 0,- ——— bie, | 0,-—— 84,0, 2 — eg, 18 um 
AL, 4l, A. 4l, 


Pour vj*v;5 


Et l'on peut représenter par exemple les quatre premières fonctions propres et les comparer avec 
les fonctions sinusoïdales correspondantes : 


S P 
4 
N 
\ SCH 
— O;(8) 
d — @:(8) 
\ : 
— ©4(8) 
— -sin( 2-2) 
à -sin(£z12-82) 
82-8 
-sin($21e-en) 
di 
XA 5 e 
) —  -gin($zíe-8n) 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 734 


Pour n,=0 le système de fonctions propres est par ailleurs complet, l'approximation d'une fonction 
en pallier à l'aide des 40 premiéres valeurs propres donne un graphe, certes comportant des 
oscillations, mais relativement approchant : 


voL aa 


[ | | 


f | We" && 6« — dfe» £55 ,1,-11.0] 


E — 27 EE Za;©;(8) 


Résolution numérique du problème aux limites de Sturm-Liouville angulaire 
Si dans un deuxième temps on formalise la résolution de l'équation de Mathieu comme une 


recherche de valeurs propres du problème aux limites de Sturm-Liouville suivant : 


2 2,2 
Qn IT C. o, (0)= ce (00e) se (0e, (0.0) 


v, telque ce, (6. ,q)se, (0, .q)-— se, (6. ,q)ce, (0, .q) - 0 et À 7 Abol 
x o0 y(x)o e, (0) 


q= 


o a J 24Cos(2x)}y(x) 2: e-y" (x) 2qCos(2x)y(x) = 2y(x) 


c 
»(8,)= DEA d 
On trouve à l'aide des fonctions intégrées dans Mathematica les mémes valeurs propres A. 


Si l'on passe maintenant à la valeur n;-1, la résolution numérique de l'équation transcendantale ne 
se révéle « stable » qu'à partir du premier exposant caractéristique du premier jeu pour n;-0 et 


donne les 40 premiéres valeurs suivantes : 

v = {10.643916626942048,  11.676294682735394,  13.262997777438033,  14.885198744550422,  16.5803513042363, 
18.328644105522024,  20.118180911380843,  21.940194302123736,  23.788116765787862,  25.656954438799097, 
27.542861795473982, 29.44284305432248,  31.354538779920773,  33.276071393122585, 35.20593207423408, 
37.14289709690201, 39.08596530431875, 41.03431092309853, 44.94420081056323, 46.90468630089981, 48.868293416365006, 
52.80352093305889, 54.77458160923696, 56.74762924338019, 58.722468307455074, 62.676857733504455, 
64.65612570181865, 66.6366147149132, 68.61822089006046, 70.60085170922075, 72.58442451829306, 76.55410737460699, 
78.54009091441272, 80.5267617157296, 82.51407073717026, 84.50197346864456, 86.49042942267259, 88.47940169235763} 


Ces valeurs d'exposant caractéristiques correspondent aux valeurs caractéristiques suivantes de 


l'équation de Mathieu : 

À-[136.50654695900943,  154.5564196624419,  189.296980852266,  231.95360448601056, ^ 283.17177825315383, 
342.65109201842023, 410.2861925439001, 486.02026451882296, 569.82044924861, 661.6665356082275, 761.5454990805472, 
869.4486279741838,  985.3699132888547, ` 1109.3051009589058, ^ 1241.2511110697706,  1381.2056697362045, 
1529.1670689329196,  1685.1340058156923,  2021.0806809778355, ^ 2201.0590055065804, ^ 2389.0399465062787, 
2789.00813772258, 3000.9947888740935, 3220.982830196323, 3448.972075528182, 3928.9535784088152, 4180.945592725302, 
4440.938316603241, 4708.931668530593, 4984.9255783565095, 5268.919985445112, 5860.910087677116, 
6168.9056968697005, 6484.90162955991, 6808.897854767118, 7140.8943451287405, 7480.8910764052325, 
7828.8880270623295) 
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Mais cette fois-ci avec la formalisation de Sturm-Liouville, les premières valeurs propres À sont les 
suivantes : 


À-(91.98562968395555, 92.39937800275025, 136.50654347763722, 154.55641667830767, 189.29697797658875, 
231.95360148780654, 283.17177532153823, 342.6510891291315, 410.2861896562214, 486.0202615453508, 
569.8204464085667, 661.666532742774, 761.5454961949887, 869.4486251155408, 985.3699104799673, 1109.3050980154076, 
1241.2511081750697, 1381.2056668638872, 1529.167066084141, 1685.1340029279654, 1849.1054699513747, 
2021.0806781433807, 2201.0590025032307, 2389.0399437549386, 2585.0230973281864, 2789.0081349081934, 
3000.994786038577, 3220.9828273405046, 3448.9720726319015, 3684.962365923601, 3928.9535755764314, 
4180.945589816324, 4440.93831372839, 4708.931665679718, 4984.925575509561, 5268.9199825768665, 5560.914834338628, 
5860.910084762835, 6168.905694054434, 6484.901626684205, 6808.897851907923, 7140.89434226412, 7480.891073551519, 
7828.888024179476, 8184.885175064362, 8548.88250899698, 8920.880010613668, 9300.87766618658, 9688.875463440045, 
10084.873390997738] 


On constate donc numériquement deux valeurs caractéristiques supplémentaires en premiére 
position : À-(91.98562968395555, 92.39937800275025] et ces valeurs posent probléme car elles 
se situe dans la zone d'instabilité de l'équation de Mathieu sur le diagramme des valeurs 
caractéristiques À(q). En d'autres termes les exposants caractéristiques des deux premières valeurs 
caractéristiques sont des nombres complexes, ni purement réels, ni purement imaginaires. 


L'orthogonalité des valeurs propres obtenues par l'équation transcendantale est bien assurée mais 
la complétude du systéme fait défaut du simple fait qu'il manque en réalité deux valeurs et 
fonctions propres. Le graphe de reconstitution de la fonction palier présente maintenant une 
différence plus ou moins nette en prenant le jeu de fonctions propres du probléme de Sturm- 
Liouville déterminées numériquement (en vert) et celui de l'équation transcendantale (en orange) : 


| " " 
| me STT M te + 


| ec " WW se Za,6;(0) 


,1,-1],0] 


| Ła;®;(0) 


Pour la valeur n;-2, on constate de méme qu'il manque les 4 premières valeurs propres, et ainsi de 
suite n; augmentant. Le nombre de valeurs du nombre caractéristique À situé dans la zone instable 
de l'équation de Mathieu apparaît à première vue comme étant le double de la valeur de n, mais 
cette assertion n'est probablement plus valable avec d'autres paramétres géométriques. Une chose 
est certaine c'est que les premiéres valeurs propres sont situés dans la zone instable, qui plus une 
zone où la partie réelle de l'exposant caractéristique est une entier positif, et l'exposant 
caractéristique n'est pas purement imaginaire ce qui aurait peut-étre simplifier les choses. 


Problémes aux limites de Laplace — Systémes de coordonnées elliptiques cylindriques - p 736 


Par notre méthode de l'équation transcendantale en fonctions de Mathieu, il n'est pas facile 
d'atteindre ces valeurs, car l'on supposait que tous les exposants caractéristiques étaient de valeur 
réelle et donc se situaient dans les zones de stabilité, mais ce n'est pas toujours le cas. Il reste donc 
d trouver un moyen de déterminer ces premiéres valeurs propres. Nous avons choisi d'utiliser les 
fonctions de résolution numériques des équations différentielles implémentées sous Mathematica 
tant pour le probléme aux limites homogénes de Sturm-Liouville dans la détermination des 
fonctions de Mathieu Angulaires que pour la détermination des fonctions radiales à partir d'un 
probléme aux limites inhomogéne. 


En définitive la construction de la solution est mixte, utilisant une simulation numérique par 
éléments finis (fournie par Mathematica) pour les valeurs caractéristiques dans les zones 
d'instabilité de l'équation de Mathieu angulaire. Pour les zones de stabilité la simulation numérique 
par éléments finis et la construction analytique des fonctions de Mathieu donnent des résultats 
remarquablement proche. Il est à noter que l'implémentation des fonctions de Mathieu d'ordre non 
entier a était réalisée indépendamment de l'implémentation de Mathematica qui s'avére trés 
incorrecte. Il en est d'ailleurs de méme pour l'implémentation des fonctions de Mathieu d'ordre 
entier pour des valeurs d'ordre (exposant caractéristique) trés importante. 


Pour ce qui est des fonctions radiales, une approche similaire a permis de valider la construction 
analytique des fonctions I", et K”, par comparaison avec la simulation numérique disponible sous 
Mathematica également par éléments finis et dont nous allons parler dans le paragraphe suivant. 
Sur cette base, c'est cette derniére simulation que l'on utilise lorsque la valeur caractéristique À est 
dans la zone de stabilité faute de disposer d'un calcul fiable de la fonction de Mathieu angulaire. 


De proche en proche le jeu de fonctions propres utiliser est de 10 dans la dimension axiale et de 38 
dans la dimension angulaire, soit 380 fonctions angulaires et radiales en tout. 
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Voici le tableau des 6 premiéres valeurs propres À pour le probléme aux limites avec les 
paramètres : |, =1, a; 72, b; =1, c -V(a — bj); 0;-1/4; Ÿ:-3x/4, In;-ArcCosh(a/c), b;-0.2, In: 
-ArcSinh(b1/c). On observe que les valeurs dans la zone instable vont toujours par paire, et sont 
trés proches l'une de l'autre. C'est ce qui est bien confirmé par la simulation numérique par 


éléments finis. 
n, |A=(2n,+1) | gz=A?c/ |ns=1 ns=2 ns=3 ns=4 ns=5 n5=6 
n/l, 4 

0 |n -7.4022 16.34685165668 |25.87644239625 |45.76980980632 | 73.63121375862 |109.5615447806 | 153.5216297234 
4446 4184 3266 337 2263 856 

1 |3n -66.6198 |91.98563215211 |92.39938044212 |136.5065469590 |154.5564196624 | 189.2969808522 |231.9536044860 
072 57 1272 4985 6602 1087 

2 |5x -185.055 |186.9520848634 |186.9529734649 |309.8789327740 |310.8260589098 | 374.4062793331 | 399.5335432774 
6013 361 6215 463 105 3295 

3 |7n -362.708 |295.3491116286 |295.3491123872 |501.1443295290 |501.1487053311 | 646.3625751499 |647.8569330459 
181 0446 585 7397 293 983 

4 |9n -599.578 |414.6615241880 |414.6615252917 |710.2352932446 |710.2353014905 |932.1819133268 |932.1924248052 
6286 36 522 029 593 308 

5 |11n -895.667 |543.1960535925 |543.1960549398 |935.2188677486 |935.2188696941 | 1237.177427469 | 1237.177458508 
4 246 79 924 3184 3128 

6 |13n -1250.97 |679.7914367393 |679.7914368021 |1174.197299351 |1174.197299408 |1560.556994891 |1560.556994950 
713 476 6729 71 0486 7628 

7 (15n -1665.5 823.5942144382 |823.5942145272 |1425.725848296 |1425.725848366 | 1900.648725297 | 1900.648725341 
633 678 5667 2051 94 68 

8 |17n -2139.24 |973.9461853697 |973.9461854655 |1688.675099761 |1688.675099846 | 2256.034641392 |2256.034641451 
493 66 7892 4618 6886 3815 

9 |19n -2672.2 1130.321489329 |1130.321489405 |1962.136677900 |1962.136677985 |2625.538990480 | 2625.538990534 
475 6027 9363 3095 005 648 


Voici le tableau des 6 premiers 
de valeur complexe : 


exposants caractéristiques associés, qui dans la zone instable sont 


n, | à=(2n:+1) | qz-A?c/ | n=1 no72 no73 na74 nech no=6 
n/l, 4 

O0 |n -7.4022 3.789261121190 | 4.969468499836 | 6.718837627168 | 8.558660711861 | 10.45505653285 | 12.38311985264 
444 329 914 162 8148 9935 

1 |3n -66.6198 |841.4852738042 |8+1.4641815020 |10.64391662694 |11.67629468273 | 13.26299777743 | 14.88519874455 
053106*i 35258*i 2048 5394 8033 0422 

2 (5n -185.055 |12+3.519289345 |12+3.519304472 |15+1.318339962 1541.288283343 |17.51115599030 |18.49597104771 
3169622*i 924529*i 632*i 0776117*i 8605 853 

3 |7n -362.708 |15+6.085206574 |15+6.085206558 |19+3.212501114 |19+3.212466435 |22+1.262399878 |22+1.234918706 
3288195*i 951297*i 3460838*i 908886*i 8554447*i 6518135*i 

4 |9n -599.578 |18+8.104973728 |18+8.104973645 |23+4.655293419 |23+4.655294409 | 26+2.988068400 | 26+2.987978716 
407927*i 972914*i 858397*i 377028*i 9645693*i 5127296*i 

5 |11n -895.667 |22411.02893753 |22+11.02893754 |26+7.613135332 |26+7.613135311 .3044.795465059 | 30-4.795465308 
55325*i 1659664*i 865747*i 015858*i 232495*i 366536*i 

6 |13n -1250.97 |25+13.80522960 |25+13.80522960 |30+9.110413140 |30+9.110413148 | 33+6.814246728 | 33-6.814246726 
7984174*i 7585087*i 927257*i 79686*i 017664*i 3568784*i 

7 |15n -1665.5 28+16.43611299 |28+16.43611299 |33+12.39818614 |33+12.39818614 | 3749.275268612 |37+9.275268611 
9478166*i 8507973*i 8684026*i 8351241*i 135624*i 942693*i 

8 |17n -2139.24 |31418.94622368 |31+18.94622367 |36+14.73118358 |36+14.73118358 | 40+11.03379654 |40+11.03379654 
1662804*i 9919775 *i 5139101*i 3831239*i 4187748*i 140725*ij 

9 |19n -2672.2 35+20.49581975 |35+20.49581979 |40+17.14353707 |40+17.14353707 |44+13.94362799 |44-13.94362799 
5622808*i 4007314*i 7558786*i 8333274*i 9238272*i 9050756*i 
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Évaluation numérique des solutions radiales 1%, et K”; 


Quant aux fonctions radiales, elles ont été construites de manière à résoudre le problème aux 
limites de l'équation de Mathieu modifiée avec la connaissance des valeurs propres provenant du 
problème aux limites de Sturm-Liouville angulaire : 
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Les simulations donnent des résultats très satisfaisant quant à l'évaluation numérique des 
fonctions radiales solutions du problème aux limites par la méthode des éléments finis 
implémentés par Mathematica, au regard de l'évaluation des fonctions analytique radiales 1”, et 
K”, à l'aide de la série de produits des fonctions de Bessel I et K. 


Dans ce qui suit je formalise un peu les problémes aux limites posés pour la simulation numérique 
par éléments finis. 


Expression formelle de la solution à l'aide des simulations numériques pour une fonction limite 
radiale identique de part et d'autre et seulement fonction de l'angle 


Je donne également la solution formelle à l'aide des simulations numériques construites avec 
Mathematica par la méthode des éléments finis à une dimension, appliquée pour chaque 
dimension (angulaire puis radiale) : 


Qn, +1) z?c? Qn, +1)r 
A, = 
AL? i L 
on "(x)+ (a — 2qn. Cos(2x), (x) = 
> 8; "(x)+ 24n, Cos(29)0; (x) -40; (9) 
Fonctions propres angulaires ©; (9) 40; (8, ) -0, (8; ) -0 6, », (9) 
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Cette formalisation a l'extrême avantage de pouvoir être rapidement mis en œuvre sous 
Mathematica et de donner des solutions facilement et rapidement calculables et ce sont ces 
derniéres solutions qui ont permis de générer le graphe de contour présenté ci-aprés. 
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Voici le graphe de contour pour un probléme aux fonctions limites en palier identique de part et 
d'autre des faces radiales, homogéne sur les faces angulaires et axiales. Le profil de contour est 
présenté à mi-hauteur de la section elliptique cylindrique : 
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Exemple à trois dimensions : probléme de Dirichlet sur un secteur d'angle d'une section elliptique 
creuse avec des conditions aux limites inhomogénes de Dirichlet sur les faces d'angle et des 
conditions aux limites homogénes de Dirichlet sur les faces radiales, et une hauteur tranchée en 
z avec des conditions homogénes de Dirichlet sur les sections haute et basse. 


Le probléme se présente sous la forme : 
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Les conditions homogénes sur l'axe donne des valeurs propres axiales de la forme : 


A 2e? 22,2 
n,m n n, m c 
a; >0,4, — Ja ——4, Z =- 
z z 2 
L 4 AL 
n, zc? 
=> Fonctions de Mathieu de paramètre d, = ERIS UE «0 
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qui conditionne la valeur du paramétre q. Par ailleurs, la partie angulaire doit respecter les 
conditions d'homogénéité de Dirichlet ce qui aboutit à la résolution d'une équation 
transcendantale déterminant a priori des ordres non-entiers pour les fonctions de Mathieu 
Modifiées radiales, soit : 
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Il se trouve que la résolution de cette équation transcendantale n'est possible que si les ordres sont 
non seulement non entiers mais également purement imaginaires. On connaît déjà le caractère 
oscillatoire des fonctions dîtes de MacDonald, qui sont des fonctions de Bessel modifiée K d'ordre 
purement imaginaire, mais également celui des fonctions de Bessel I d'ordre également purement 
imaginaire (ces fonctions Bessel I sont à valeur complexe, tandis que les fonctions Bessel K, ou 
MacDonald, sont à valeur réelle, les fonctions de MacDonald sont utilisées dans la transformation 
intégrale de Kontorovitch-Lebedev). Comme les fonctions I", et K”, sont construites à l'aide de ces 
mêmes fonctions (sous forme de produit de fonctions de Bessel I et K d'ordre imaginaire), elles 
doivent présenter le méme caractére oscillatoire. 


Des propriétés des fonctions radiales d'ordre purement imaginaire, on a vu que certaines fonctions 
était indépendantes et à valeur réelle. Du fait de la rapide évolution en exponentielle croissant ou 
décroissant de ces fonctions lorsque le paramètre t croit, il est commode de « normaliser » ces 
fonctions quand on les utilise dans l'équation transcendantale de détermination des valeurs 
propres du probléme aux limites : 
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Dès lors les fonctions radiales suivantes sont normalisées, indépendantes et à valeur réelle et 
permettent de rendre la détermination numérique des racines de l'équation transcendantales plus 
aisée: 
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2.2 
n. T c? T" n n 
L'équation transcendantale : g =- "E (ak, ,a)- rar. q)-0 détermine des 
valeurs de t discrète, pour lesquelles on Peut vérifier numériquement que les fonctions propres 
associées sont bien orthogonales :;, +r, > [ dnH,, join, (n) - 0* Et de méme les fonctions 


il 
angulaires suivantes sont également réelles, la fonction ce étant purement réelle et la fonction se 
étant purement imaginaire) : 


Fonctions angulaires q=- 


nz? E (9) z ice, (9, q)se;. (9, > q)- Ceir (9, > q)se;. (9, q)} 


41? e; (9) m ilce;, (9, q)se;. EN ^ q)- Ceir (9, ^ q)se;, (9, dh 


La solution du probléme aux limites est alors construite comme suit : 


2.2: 2 
dn, =-= — Hi, (n) = Ta (7, KÉ Es D > dn, z 12 (in, > dn, js hn, dn, ) 
T, telque I7 (in, san, Kn (,, T )- T. (in, An. K? A san, )= 0 


lm lm 
Io, al = [ann el y = mfa T7 (n.a, Ech, a T20, Reha, Ÿ 
In 


Or (9)= de, (9. dn, ke, e )-ce eir ORA ke, (9. dn, }= GH (9,)= 0 
GR (9)= ike, Lo dn, o 95.4, E en (92,4, he; Jo KÉ? }= SR (9,)- 
9,.(8,.9)) - 0. (8.) - -67. (9) - ie. ge dn, eis [sas )- cei sa sei (92207, ) 


Wen Tr i0) Ha (n) 
TGp8 ee I 2 ys em (9,9 Gg LAC 


z Sin(A, 2) avec À, = " 


L D L D 
= [dzsin(2,, 2) | dn pn, 60)55.( ,2) B, n, = [azSin(2,2) [an 0) 2) 
0 


Im 0 In 


Prenons un exemple simple oü les deux fonctions limites sont identiques de part et d'autre de la 
section angulaire et ne dépendent pas de la hauteur, il vient : 


2n, +1 21. vi "2 
A. "nte Aon n, Bo, n 0 An tin = By, san, m Gra fan H;.(n)f(n) C, n; x fan H;.(n)/(n) 
7 7 In In 
2 1 D DRE - 
an, = m HG) - 22 (n.a, et, "E la K (na. ) 


Th tel que La D, H dn, Kn D, dn, JE I" (A > An, Es (in, (dn, )- 0 


"2 
|H)? = Ja il y = Jante, Eë, Hz, as 


In 


el. (9)- J= ice. 3.q, kel 
©? (9)- J= ile, 3,4, klo 9 
9;,(8,.8;) - 07,(5,)- -6; 


dn, )-ce GA (a. he, (8. dn, }= ENEE 0 
44 )- cer (8.4, ei (8,4, }= 92. (9.)- 0 


Ja: dee (o... be i (in, L Kr ORA ke ORA } 
n =% 1 m 2 
Ton 25 $ C, Sin(A,z) Hi, (n) ©, (n)- 67. (n) 


^" 2n, 41 Io. 7 6;, (9,,9;) 


n,=0 n =l 
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Résolution numérique du probléme aux limites de Sturm-Liouville radial, fonctions propres radiales 


I^, et K^, 


On formalise la résolution de l'équation de Mathieu modifiée comme une recherche de valeurs 
propres du probléme aux limites de Sturm-Liouville suivant : 


qo DE a) iios a)-e n at 


v tel que Lt a), sa) 126, al, al ei À - Av, q) 
xenoyx)e n) 


m ag (à = 2qCosh(2x)}y(x) =0 P SE = Ay(x) 
yla J=0 3, )=0 


On trouve à l'aide des fonctions intégrées dans Mathematica les mêmes valeurs propres À. 


Évaluation numérique des fonctions angulaires 


Quant aux fonctions angulaires, elles ont été construites de maniére à résoudre le probléme aux 
limites de l'équation de Mathieu avec la connaissance des valeurs propres provenant du probléme 
aux limites de Sturm-Liouville radial: 


2 225 2 
(n. Jr xog A-A(v,q) 
ce (9, q)se, (9,4 )- ce, (d, q)se, (9, q) 
yilx)2 > léi lef wéi, lc) 
EE 
yY(x)- ce (8,g)se, (9,3) ce, (8,a)ses (62,9) > y(2)e1 »(5)-0 
v (9,.q , q jse, (9; , q) 


)- 
Ce , Lë 9 Jee, EI )- Ce 
( 


e) Lo *(A - 24CosQx))y(x) - 0 (2) ba x)«(4 - 24CosQx))y(x) - 0 


8)-0 »(8,)=1 8)-1 »(8,)- 0 


Les simulations donnent des résultats trés satisfaisant quant à l'évaluation numérique des 
fonctions angulaires solutions du probléme aux limites par la méthode des éléments finis 
implémentés par Mathematica, au regard de l'évaluation des fonctions angulaires ce et se. 
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Expression formelle de la solution à l'aide des simulations numériques pour une fonction limite 
radiale identique de part et d'autre et seulement fonction de l'angle 


Je donne également la solution formelle à l'aide des simulations numériques construites avec 
Mathematica par la méthode des éléments finis à une dimension appliquée pour chaque 
dimension (radiale puis angulaire) : 


(2n, Hate? d (2n, +1)r 
AL? ` iz 

H;"(n)- (4 -24Cosh2n))H ; (n) - 0 

S H," (n)+ 2qCosh(2n)H ; (n)= 24; (n) 

SEIN TAN 


n, € {0,1,--.,co} An. A= AA ) 


Fonctions propres radiales H. (n) > > H. (n) 
fe EL. 
Iu Aalt = [enr =1 
I 
Fonctions angulaires ©, (9) > E Ak a R 24Cos(28)8 ; (9) EL —0,, (9) 
6;(4)-0 6;(5,)-1 Pu 
Ju n.-—o0ng-oo 
4 N^ So SinlA 
C, n = [an Hy, A (n)f(n) > T(n. A z) =. > £ i us) C, ns H ans (nOn, n (9) 
1 n,-0 ng-l K 


n 


Cette formalisation a également l'extréme avantage de pouvoir étre rapidement mis en ceuvre 
sous Mathematica et de donner des solutions rapidement calculables et ce sont ces derniéres 
solutions qui ont permis de générer les graphes de contour présentés ci-aprés. 


Voici le tableau des 6 premiéres valeurs propres À pour le probléme aux limites avec les 
paramètres : l, -1, a; =2, b; =1, c -V(a5 — b); 01-n/4; Ÿ:-3n/4, In;-ArcCosh(a/c), b;-0.2, In: 
-ArcSinh(b1/c). On observe que toutes les valeurs de À sont négatives et dans la zone instable où 


l'exposant caractéristique est purement imaginaire. C'est ce qui est bien confirmé par la simulation 
numérique par éléments finis. 


n, |A;(2ns1) | qz-A?c'/4 ns=1 ns=2 na73 ns=4 ËCH n6 

n/l 
0 n -7.4022 -70.7791506580998 -228.1944933742332 -490.1255043507666 -856.7783419905171 -1328.1757322244093 -1904.3230545388828 
1 3n -66.6198 -216.753253832395 -378.0133532251324 -640.2365150986024 -1006.9353293582865 -1478.3446289267283 -2054.4960518652315 
2 5n -185.055 -502.8074551723965 -678.6339862047258 -941.6154738258389 -1308.0145630931165 -1779.1993290564492 -2355.2099760206734 
3 7n -362.708 -920.9235746438336 -1128.6785384697794 -1396.1307504498004 -1761.5235039686086 -2231.7848489921457 -2807.2105065487003 
4 9n -599.578 -1465.799590334825 -1721.3862335599486 -2004.6525125500473 -2369.5296089015937 -2837.6831683132036 -3411.6405973077403 
5 117 -895.667 -2135.423322088254 -2447.9490576884928 -2763.9163912800436 -3133.852224748577 -3598.9517399349866 -4170.06355516835 
6 13n -1250.97 -2929.1703497927865 -3302.5972403545197 -3665.7317521321847 -4053.949027639751 -4517. 74908895283 -5084.455587528194 
7. 157 -1665.5 -3846.766360391939 -4283.009070686915 -4701.298515027995 -5124.494192606823 -5595.112595673189 -6157.041057903067 
8 17n -2139.24 -4888.026521304214 -5388.4299253732515 -5865.22732154274 -6336.366097015109 -6828.685793673099 -7389.635016828123 
9 19n -2672.2 -6052.804376164469 -6618.549740132768 -7155.331496854708 -7681.228616546198 -8211.344912992372 -8782.041370179768 
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Voici le tableau de la partie imaginaire des 6 premiers exposants caractéristiques associés, qui dans 
la zone instable sont de valeur purement imaginaire: 


z | AÀ;(2ns1) |qz-A/7c/ | n9=1 no72 no73 no-4 no-5 n5=6 
n/l, 4 
n -7.4022 |8.390125461618 |15.10214726855 |22.13751802693 | 29.27023050447 |36.44386251251 |43.63838526299 
773 4916 0707 624 347 107 
3n -66.6198 |14.34017874668 |19.28740371545 |25.23380711764 | 31.69741053094 |38.42970319509 |45.31462817927 
1103 2886 2904 7852 8824 703 
5n -185.055 |21.53743929925 |25.52838561379 |30.37837288125 |35.98220339133 |42.06543050717 |48.45526224394 
18 4065 996 688 563 794 
7n -362.708 |28.92848012066 |32.62611427440 |36.68978201995 |41.50707573348 |46.92213050140 |52.75875595827 
6407 2646 411 8335 884 304 
9n -599.578 |36.31344175055 |40.04773794840 |43.67296250846 |47.84685678315 |52.64925283768 |57.94525024521 
245 209 8025 483 7484 64 
11n -895.667 |43.66690517721 |47.54480558662 |51.02622243246 |54.73675220070 |59.00347619631 |63.79787205000 
327 376 306 136 379 875 
13n -1250.97 |50.99392975518 | 55.02828190193 |58.53998195469 |61.99421985337 |65.82143885997 | 70.16067095594 
469 8165 8746 24 179 698 
15n -1665.5 |58.30097887212 |62.48110579134 |66.08878037544 |69.46788643689 | 72.98463405957 | 76.92324990209 
714 789 889 56 177 246 
17n -2139.24 |65.59278943715 |69.90607392242 |73.62156586989 | 77.03376677887 |80.38925242906 |84.00343225735 
609 785 549 027 609 85 
19n -2672.2 |72.87277832338 |77.30843442356 |81.12735024118 |84.61462556125 |87.93396938384 |91.32958783849 
253 14 467 92 777 037 
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Voici le graphe de contour pour un probléme aux fonctions limites en palier identique de part et 
d'autre des faces angulaires, homogéne sur les faces radiales et axiales. Le profil de contour est 
présenté à mi-hauteur de la section elliptique cylindrique : 


En combinant avec les résultats de l'exemple précédent, voici le graphe de contour pour un 
probléme aux fonctions limites en palier identique de part et d'autre des faces angulaires et des 
faces radiales, homogéne sur les faces axiales. Le profil de contour est présenté à mi-hauteur de la 
section elliptique cylindrique : 


Exemple à trois dimensions : probléme de Dirichlet sur un secteur d'angle d'une section elliptique 
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creuse avec des conditions aux limites homogénes de Dirichlet sur les faces d'angle et les faces 


radiales, et une hauteur tranchée en z avec des conditions inhomogènes de Dirichlet sur les 
sections haute et basse. 


Le probléme se présente sous la forme : 


1 2?T(n.0.2) , 0?T(n.0.z) 2?T(n.0.2) _, 
c? (Cosi? (7) - Cos? (6)) og? 00? ez? 


Quz = [rm IE Io oni 
KEE HEIGEN AER AE 

Frontiére Clou = kk Jo, ot, {z = 01:42 Io, ot {z =l; DÉI 
(221x lo = CRE £ = ojo (ns ]« lo = CAE t = Lj) 

T WR o] = foln,z) Tags 01 bs 


"e| Isla nel HEED 
0- = 6+ = n=l, = =l, = 
T Wee J57 (eet J=T (0.2) a T näch, 0 
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Les conditions inhomogénes sur l'axe donne ne peuvent conduire à des valeurs propres (cas de la 


a; «0 


variable de séparation ), mais donne des fonctions de la forme : 


[04 c? 4]q 
FRS T : LA ‘4 
SEA EX cm NE qaos, 
Z'"(z)-|a4|Z(z) 20 Z(z) = Ae c + Be n E 


2 
E . 
c 


Les fonctions radiales et angulaires sont respectivement de la forme : 

e(0, q) -ce, (0, q)se, (0, 3 q)- ce, (0, : q)se, (0, q) 

Hin, q) X Je, (n, q)Jo, D H 4)- Je, D. H DI (n, q) 
Les valeurs propres correspondent à des doublons de valeurs discrétes de l'ordre non-entier v et du 
paramétre q, solutions du systéme suivant d'équations transcendantales : 


AT q)- ce, (0,.q) se, ERD )- 0 
Je, Kale, (L134 )- EE Da )=0 


Les fonctions propres vérifient la relation d'orthogonalité à deux dimensions et leurs normes se 
calculent en conséquence. La solution prend alors la forme 


©, (6.4) - ce, (0. q)se, (8, )— ce, (6, .a)se, (0,4) | 


H, (n. q) = Je, (n. q)Jo, Gs > q)- Je, (r > DI (n. q) 


2A4(», 24 Ilan 
A(n, no) Sinh bn) ( z) + Bfn, n, Sinh I LM 
n, ng p D Jy Ng $ 
H 


Tide 3 —— asa Ur, P, t n) 
(wine a su a, i ii 
C 


15205 
[ Fan d(Cosh(2m)-Cos(20) A (n.0),,.... D ds no yes. m o aly, ») 
KI nj) = RO 


[ Í an do(Cosht2n)-Cos20 e, Ja, he, „l. d(», m, 


Än @ 


120 
| L'an do(Cosh(2m - cose). (7.04, Ja, Ja, 
1,40, 

B(s ns) S ES 


[ Í an dé(CoshiQn) Co Co, ba, he, l. dh, m, 


I1 0 
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Deux fonctions limites constantes et égalent donne une solution de la forme : 
©, (0.4) - ce, (0,q)se, (8,.q) — ce, (8,.)se, (0.4) 
H, (n, q) Ke Je, (n. q)Jo, Io H q)- Je, D. H DI (n. q) 


H Q(n ng 2 de WÉI 
su (eno) (L J su UL) | 
c c 


T(n.0,z) F TOR A, sno) s E "E | Hip ba, l-ap, ») 
inh L 
C 
l2 0, UT 0, 
Í dnCosh(2n)H ba, hb Í dëi o, Ja, Lon vs oo) (a uf d ecosQ0)o,.. Ja, 
Anm) = zt m ` ^ . 
| adon, „0-a, nf fancosiemlses ef, F- f anlren (ax, P >f aocosodos.. Ja, n) 
6, I5 Li D 


n 


Formalisation du problème aux limites des valeurs propres du Laplacien elliptique 2D pour une 
résolution numérique 


Ici le problème aux limites consiste à trouver les valeurs propres du Laplacien elliptique. En revant à 
la séparation des variables, nous avons : 


2 2 
Laplacien elliptique | A, = E eh ul H T | — Problème aux valeurs propres AU (n.0)= AU(n,0) 
1 0^T(n,0,z) | o?T(n.0,z) ) , ST(m6,2) o 
c? (cosi? (n) cos?(6)) op? 00? oz? 
1 &"U(n.0) , e^U(n.0) 2 
4 = À," U(n,0 
Sëch sel eq? 00? e 
2 2 
g= 2 0 NOR MG az - -22U(n,0) 
Se c^(Cosh(25)- Cos(20)) | ôn 00 
Ur, .6)- vlt, .0)- Un.) - Un. 9.) -0 


T(n.0,z) - U(n.0)z(z) 


2.2 
Z"(z)- A/Z(z) - Z(z)= Ce** — Posons g= 


A= 24i — Spectre discret de valeurs propres négatives > q > 0 


Orthogonalité bidimensionnelle des fonctions propres du Laplacien elliptique 
lp 9, 


DEVE fan [49(cosn(2n)- Cos(20)U, (n.9)U , (n.9)- 0 


Ii 9, 
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Le systéme de valeurs et fonctions propres forment un systéme complet orthogonal avec le poids 
spécifique de la relation d'orthogonalité. La solution s'écrit alors comme une série sur le spectre 
discret de valeurs propres : 


ried- Y^ 4 Un, (n.9) sinh(A,(L, — z))+ Sinh(2,2) 


res NA Sinh(2,L) 


Ina 


43, = [dm | a9{Cosl2n)-Cosl20) f0, (0.9) ` a, = [4n [d9(Cosi(2n)- Cos Q6)u, (o af 


Ju 09 1 


Ur 


Profil haut et bas z=0 ou z=1, = T(g,0,z)- DA, 1 2 f(n.9) 
A,eS Na, 
Sinh. À 2 
U, (n.9) ng A, U, (n9) 


l l 
Profil à mi — haut -——Tm0,—|-254 
rofil à mi - hauteur z > (n a SE 2, 
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Examiner le cas avec la distance radiale nulle, soit le domaine a pour limite la ligne inter-focale 


